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1 目的

本実験の目的は, いくつかのアルゴリズムを利用して実際
に問題を解くことでシステム工学の重要な一分野である線

形計画法に関する理解を深めることである。

2 原理

本節では線形計画法の原理について述べる。今後線形計

画法を必要とする学生のために説明を詳しくしてあるが, 本
節の内容が理解できなくても実験には差し障えない。興味

のない者はこの節をすべて読み飛ばして 14 ページの実験

の節に進んでも構わない。

2.1 線形計画問題

線形計画問題とは, 与えられた線形の等式および不等式制
約のもとで, 線形目的関数を最大化あるいは最小化する問
題である。まず例を挙げる。

例 1 パソコンショップの店主である Aさんは, ある顧客か
ら「PC/AT互換機のシステムを組んで欲しい」という依頼
を受けた。顧客の要望は, 「メモリ 100MB以上, ディスク
5GB 以上, 予算はディスクとメモリを合わせて 10万円以
下, 予算の範囲でメモリもディスクも可能な限りたくさん載
せたい」というものであった。

話を簡単にするため, メモリおよびディスクの大きさは任
意の正の実数値を取るものとする。メモリの価格は 1MBあ
たり 100円, ディスクの価格は 1GBあたり 2,500円とする。
また, 顧客の依頼したパソコンには, メモリは最大 800MB
まで,ディスクは無限に増設できるものとする。Aさんの店
では, メモリは 1MBあたり 10円, ディスクは 1GBあたり
200円の利益があるものとする。Aさんとしては, なるべく
多くの利益をあげたい。さて, どのような意思決定をするの
が良いだろうか?
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メモリの大きさを x MB, ディスクの大きさを y GBと
しよう。すると, Aさんの利益 (目的関数)は,

10x + 200y (1)

となる。よって, Aさんが解くべき問題は,「10x+ 200yを

最大化すること」となる。

メモリの大きさ xとディスクの大きさ yを勝手に設定で

きるなら, Aさんはいくらでもお金を儲けられる。だが実際
には制約条件がある。それは,

• メモリの大きさは正

• メモリの大きさは 100 MB 以上 (顧客の要望)

• メモリの大きさは 800 MB 以下 (計算機の仕様)

• ディスクの大きさは正

• ディスクの大きさは 5 GB 以上 (顧客の要望)

• メモリとディスクの合計金額は 10万円以下

というものである。これらを書き直すと,

x ≥ 0
x ≥ 100
x ≤ 800
y ≥ 0
y ≥ 5

100x + 2500y ≤ 100000

(2)

となる。

図 1は, 制約条件を満たす領域の形と目的関数のようす
をあらわしたものである。制約条件を満たす領域は図中の

網のかかった台形の内部である。目的関数は図中に引かれ

た傾き −1の一点鎖線上で一定値を取る。この直線が図中
の右上に移動するほど目的関数の値は大きくなる。この図

から, 台形の右上の頂点の部分で目的関数が最大値を取る
ことがわかる。

例 1は, 結局

変数 (x, y), 目的関数 10x + 200yおよび制約条件

(2)が与えられたとき, 与えられた制約条件のもと
で目的関数を最大化するような x, yを求めよ
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図 1: 制約条件を満たす領域と目的関数の挙動

という問題であった。これを一般化したのが線形計画問題

である。

線形計画問題 (一般形)
n個の変数 x1, . . . , xnに対し, m

個の等式あるいは不等式の制約条件

a11x1 + . . . + a1nxn ≥ b1

. . . . . .

ak1x1 + . . . + aknxn = bk

. . . . . .

al1x1 + . . . + alnxn ≤ bl

. . . . . .

(3)

が与えられ, いくつかの変数に符号に関する制約条件 xi1 ≥
0, . . . , xir ≥ 0, xj1 ≤ 0, . . . , xjs ≤ 0が課されているものと
する。このとき, 制約条件 (3)を満たす範囲内で, 目的関数

c1x1 + . . . + cnxn (4)

を最小化 (あるいは最大化)せよ。

ここに, 最小化 (最大化)とは, 目的関数を最小 (最大)にす
る x1 から xn の値とその最小値 (最大値)を求めることを
言う。

線形計画問題の例として,工場における生産計画の問題な
どが挙げられる。実用的な線形計画問題では, 変数および制
約条件の数は極めて大きくなることが多い。

線形計画問題の解法としてよく知られているものに, シ
ンプレックス法と内点法がある。シンプレックス法は, 制約
領域の隣接する頂点をたどりながら解を改善する方法であ

る。一方, 内点法は, 制約条件を満たす領域の内部で目的関
数が減少する方向に解を動かす方法である。

シンプレックス法は, 1947年に G. B. Dantzigによって
提案されて以降 40年ほどの間, 最も効率的な線形計画問題

の解法とされてきた。しかし, 1984年に N. Karmarkar に
よって内点法が提案され, 多くの研究者の努力によって研
究が進んだ結果, 今日では, 内点法は理論的な特性がシンプ
レックス法より良いばかりでなく, 大規模な問題を解くとき
には実用上もシンプレックス法より高速であることが知ら

れている (ただし, 規模の小さい問題を解くときにはシンプ
レックス法の方が高速である)。

2.2 標準形と基準形

線形計画問題の一般形は, 異なる向きの不等号や制約条件
が付いた変数と制約条件のない変数が混在しているために,
数学的に取り扱いにくい。そこで, ふつうは, 問題を標準的
な形に変換してから解く。

標準的な形としてよく用いられるのは, 標準形と呼ばれる
ものと, 基準形と呼ばれるものである。以下でこれらについ
て説明する。

以下では, 特に断らない限り, Aはm行 n列の実行列, b

はm次元のベクトル, c, xは n次元のベクトルとする。ま

た, Aがm行 n列の実行列であることを A ∈ R
m×n とい

う記法であらわし, xが n次元の実ベクトルであるという

ことを x ∈ R
n という記法であらわす。さらに, 行列 Aの

第 i番目の列ベクトルを aiなどと書き, ベクトル b, cなど

の第 i要素をそれぞれ bi, ciなどと書く。また, xとwがと

もに n次のベクトルであるとき, x ≥ w という記法によっ

て, ベクトル xの各成分がベクトルwの対応する成分以上

である, すなわち xi ≥ wi (i = 1, . . . , n)となっているとい
うことをあらわす。零ベクトルあるいは零行列をあらわす

のには記号 0を使う。次元を明示する必要があるときには
0n, 0m×n などのように書く。

線形計画問題の標準形とは, 以下のような形式の問題で
ある。

標準形: min{z = cT x : Ax = b, x ≥ 0}
この式の読み方は, 「制約条件 Ax = b, x ≥ 0 のもとで
目的関数 z = cT x を最小化せよ」である。なお, min は
minimize(最小化する)の略である。
一方, 線形計画問題の基準形とは, 次のような問題である。

基準形: min{z = cT x : Ax ≥ b, x ≥ 0}
続いて, 線形計画問題の一般形を標準形に変換する手順に

ついて説明する。このためには, 以下に述べるような一連の
手順を実行すればよい。

1. 不等式制約ai,1x1+· · ·+ai,nxn ≥ bi: 新たな変数yi ∈ R

を導入し,制約条件を ai,1x1+· · ·+ai,nxn−yi ≥ bi,yi ≥
0と書き直す。
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2. 不等式制約ai,1x1+· · ·+ai,nxn ≤ bi: 新たな変数yi ∈ R

を導入し,制約条件を ai,1x1+· · ·+ai,nxn+yi ≥ bi,yi ≥
0と書き直す。

3. 符号制約なしの変数 xi: 新たに 2 個の正の変数 xi−,
xi+を導入し, xi = xi+ − xi−, xi+ ≥ 0, xi− ≥ 0 と書
き直す。また, xi = xi+ − xi− を制約条件や目的関数
の式に代入する。

4. 正でない変数 xi ≤ 0: x′
i = −xi と変数を置き直す。ま

た, xi = −x′
i を制約条件や目的関数の式に代入する。

5. cT xを最大化する問題 (最大化問題): c′ = −cと定義

して, 新たな目的関数 (c′)T xを最小化する。

上記の手続きのうち, 1, 2, 3では変数の数がそれぞれ 1個
ずつ増えることを注意しておく。

上記と同様の手順によって, 線形計画問題の一般形を基準
形に変換することもできる (制約条件や変数の数は増加す
る)。 なお, 上記とは別の方法を使うと, 等式制約条件や制
約条件なしの変数を書き換える際に, 制約条件や変数の数
を減らせることが知られている [6]。

2.3 シンプレックス法

本節ではシンプレックス法について簡単に説明する。

標準形で記述された線形計画問題:

(STD) min
{
z = cT x : Ax = b, x ≥ 0

}
(5)

が与えられているものとする。先に注意したように, A ∈
R

m×n, b ∈ R
m, c ∈ R

n である。また, n ≥ mで, 行列 A

はフルランクであると仮定しておく。 さらに, (STD)の制
約条件を満たす領域は空でないと仮定する。

シンプレックス法は, まず制約条件を満たす基底解と呼ば
れる解i) をひとつ見付け, 続いて最適解が得られるまで基
底解を改善していく方法である。標準形の問題が一定の条

件を満たすときは, シンプレックス法を用いると有限回の計
算で最適解が得られることが保証される。

ではシンプレックス法の説明に入ろう。

行列Aの列ベクトル a1, . . . , an の中から適当なm個の

線形独立なベクトルを選び出し, これらを並べて

B = [ai1 , . . . , aim ] (6)

という行列を作る。また, 行列Aの列ベクトルから行列B

の列ベクトルを除いた残りを並べて,

N = [aj1 , . . . , ajn−m ] (7)
i) ここで言う「解」とは制約条件をすべて満たす変数ベクトルのことで
ある。最適解 (制約条件をすべて満たし, かつ目的関数を最小化するもの)
とは異なる。

という行列を作る。行列 B, N はそれぞれ基底行列, 非基
底行列と呼ばれる。さらに, 行列 B に対応する変数の組

xi1, . . . , xim を集めて

xB = [xi1 , . . . , xim ]T (8)

なるベクトルを作る。xB を基底変数ベクトルと呼ぶ。続い

て, 行列N に対応する変数の組 xj1, . . . , xjn−m を集めて

xN = [xj1 , . . . , xjn−m ]T (9)

なるベクトルを作る。xN を非基底変数ベクトルと呼ぶ。

ここで, 目的関数に対応するベクトル cを基底行列に対

応した形に分割し,

cB = [ci1 , . . . , cim ], cN = [cj1 , . . . , cjn−m] (10)

とおくと, 目的関数 z = cT xは

z = cT
BxB + cT

NxN (11)

と書き直される。

さて, 変数ベクトル xを

xB = B−1b, xN = 0 (12)

となるように選んでみよう。等式制約条件Ax = bは

BxB + NxN = b (13)

と書き直せるから, (12) から決まる xは制約条件 Ax = b

を満たしている。(12)で定まる xを基底解と呼ぶ。ただし,
この段階では, x ≥ 0であることは保証されない。

ところで, B−1b ≥ 0となる場合には, xB ≥ 0, xN ≥ 0
となり, 基底解 xは符号制約 x ≥ 0を満たす。このとき基
底解 xは問題 (STD)のひとつの解になる。B−1b ≥ 0のと
き, (12)により定まる xを実行可能基底解と呼び, 対応する
行列B を実行可能基底行列と呼ぶ。

以下では, まず実行可能基底行列がひとつ得られている場
合に最適解を構成するためのアルゴリズムについて説明し,
続いて実行可能基底行列が未知の場合への拡張について述

べる。

2.3.1 実行可能基底行列が得られている場合

実行可能基底行列B がすでに得られ, 制約条件Ax = b

が (13)の形に書き直されているものとする。ここで,

b̄ = B−1b, ĀN = B−1N (14)

と定義し, (13)を

xB = b̄ − ĀNxN (15)
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のように書き直す。(15)を (11)に代入し,

zB = cT
Bb̄, c̄T

N = cT
N − cT

BĀN (16)

とおくと,
z = zB + c̄T

NxN (17)

なる表現が得られる。

ここで, 行列 ĀN の第 i列ベクトルを āiと書くことにす

る。すなわち,

ĀN = [ā1, . . . , ān−m] (18)

と書く。(15)と (17)をまとめると, 問題 (SP)と等価な

(BF) min{z = zB + c̄T
NxN :

xB = b̄ − ĀNxN , xB ≥ 0, xN ≥ 0}
(19)

という問題が得られる。問題 (BF)を実行可能基底行列 B

に対する基底形式表現と呼ぶ。

さて, 基底解 (12) は (BF)の制約条件を満たしているの
で, 最適とは限らない解である。そこで, 基底解 (12)を変更
して目的関数 z をより小さくすることを考える。このため

に, (15)と (17)を見比べると, 以下のことがわかる。

• (16)のベクトル c̄N の要素の中から値が最小のものを

探す。添字 sを持つ要素 c̄N,s が最小値であったものと

しよう。c̄N,s ≥ 0であれば, 非基底変数をどのように
変更しても目的関数は減少しないから, 現在の z がす

でに最小値である。逆に c̄N,s < 0のときには, (17)で
c̄N,s に対応する非基底変数 xjs の値を零から増加させ

れば z は減少するから, 現在の解を改善できる可能性
がある。

• 非基底変数 xjs は (19)の制約条件を崩さない範囲で選
ばれなければならない。xjs の値を零から θ に変更し

たとき, xB = b̄− āsθとなる。ベクトル b̄の各成分を

b̄1, . . . , b̄m, ベクトル āsの各成分を ās;1, . . . , ās;mと書

く。xB ≥ 0という制約から, ās,iが正のときには, θを

b̄i/ās;i以下に取る必要がある。これに対し, ās,i = 0の
ときは, θをいくら大きく取っても制約条件はつねに満

たされる。よって, 添字集合 {1, . . . , m}から ās;i > 0
となるものを抜き出し,

θ̄ = min{b̄i/ās;i : ās;i > 0, 1 ≤ i ≤ m}

とすると, この θ̄ が θ の取りうる上限となる。一方,
as ≤ 0のときには, θ をいくらでも大きく取ることが

できるため, z の値をいくらでも小さくすることがで

きる。

以上のような考え方からシンプレックス法のアルゴリズム

が得られるii) 。

シンプレックス法

(初期化) 実行可能基底行列 B が与えられているものとす

る。B を使って基底形式表現 (19)を求める。

(ステップ 1) {c̄N,1, . . . , c̄N,n−m}の中で最小のものを c̄N,s

とするiii) 。c̄N,s ≥ 0であれば

x∗
B = B−1b, x∗

N = 0 (20)

が最適解なので終了する。c̄N,s < 0であればステップ
2に進む。

(ステップ 2) 非基底行列 N の第 s 列 ajs を取り, 線形方
程式

Bās = ajs (21)

を解いてベクトル āsを求める。ās ≤ 0なら終了 (無限
解が存在する)。そうでないときは, θ̄ = min{b̄i/ās;i :
ās;i > 0, 1 ≤ i ≤ m} とする。ある r に対して θ̄ =
b̄r/ās;rとなっているので, このような添字 rを選ぶiv) 。

(ステップ 3) 添字 rと sを用いて基底行列を

B = [ai1 , . . . , air−1, air , air+1 , . . . , aim ] (22)

から

B′ = [ai1 , . . . , air−1, ajs , air+1 , . . . , aim ] (23)

に変更し, 新しい基底変数と非基底変数から対応する
c̄N を求めてステップ 1に戻る。

なお, (14)の第 1式の b̄を求めるときには, 逆行列は使わ
ず, 線形方程式

Bb̄ = b (24)

を解く。一般に, 逆行列の数値計算は計算量が多くかつ誤差
の影響を受けやすいので, 数値解析の分野では逆行列の計
算は可能な限り回避される。

ii) ここで挙げたアルゴリズムは「改訂シンプレックス法」と呼ばれるも
のである。ところで,「改訂」シンプレックス法が存在する以上, ただのシ
ンプレックス法も存在する。シンプレックス法と改訂シンプレックスの違
いは, シンプレックス法が基底形式表現そのものを更新するのに対し, 改
訂シンプレックス法は基底行列に対応する添字を更新して対応する線形方
程式を解く, という点にある。高速な線形方程式のソルバが利用可能であ
る場合には改訂シンプレックス法の方が高速である。
iii) 条件を満たすものが複数あるときには, どれを選んでもよい。
iv) 条件を満たすものが複数あるときには, どれを選んでもよい。
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各ステップでベクトル c̄N を求めるためには cT
BB−1N を

計算する必要があるが, これを求めるためにはまず線形方程
式BT cN0 = cB を解いてベクトル cN0を求め, 続いて cN0

に行列N の転置を左から掛ける, という手順で計算をおこ
なう。

(cT
BB−1N)T = NT (BT )−1cB

だから, このようにしても正しい結果が得られることがわ
かる。ĀN = B−1N のすべての成分を計算しても正しい結

果は得られるが, これは計算量の観点からは無駄である。
ここで, シンプレックス法のステップ 2で更新された基底

解とステップ 3の基底行列に対応する基底解が一致するこ
とを見よう。

記法の簡単のため, 基底行列B の最後の列ベクトルと非

基底行列N の最後の列ベクトルが入れ換えられるという状

況を考える。入れ換えられる列ベクトルを明示するために,
B とN の最後の列ベクトルをそれぞれ β, ν とし,

B =
[

B0 β
]
, N =

[
N0 ν

]
(25)

と書く。また, en−mを第n−m番目の単位ベクトルとする。

ステップ 2では, xB と xN がそれぞれ x′
B と x′

N に変更

されたものとする。すなわち,

xB = B−1b,

x′
B = B−1b − θB−1Nen−m,

xN = 0,

x′
N = θen−m

(26)

である。B の最後の列ベクトルとN の最後の列ベクトル

が入れ換えられることを仮定したから, (26)のように xBを

変更すると, xB の最後の要素は零になる。(25)を使うと,
(26)の第 2式は

x′
B = B−1b − θB−1ν (27)

と書けることを注意しておく。

ここで, xB と x′
B の第m要素とそれ以外を分け,

xB =

[
σ0

σ1

]
, x′

B =

[
σ2

0

]
(28)

とおく。 ただし, σ0と σ2はm− 1次のベクトル, σ1はス

カラーである。

証明すべきことは, 入れ換え後の基底行列[
B0 ν

]
(29)

に対応する解

x′′
B =

[
B0 ν

]−1

b, x′′
N = 0, (30)

が添字の並べ換えによって x′
B, x′

N と一致すること, すな
わち

x′′
B =

[
σ2

θ

]
(31)

となることである。

これを示すための準備として,まず行列 (29)が正則である
ことを背理法によって示しておく。行列 (29)が正則でない
と仮定しよう。行列Bは実行可能基底行列であって正則だ

から, この仮定はベクトル νが行列B0の列ベクトルの線形

結合となることを意味する。さて, (27)より, Bx′
B = b−θν

であるが, (28)の第 2式を用いると, これは

B0σ2 = b − θν (32)

と書き直せる。ところで, ν は行列B0の列ベクトルの線形

結合だったから, あるベクトル σ3 に対し, ν = B0σ3 とな

る。これを (32)に代入すると,

b = B0(σ2 + σ3) (33)

となる。一方, (26)の第 1式と (28)の第 1式より, B0σ0 +
βσ1 = b であり, これと (33)を合わせると

βσ1 = B0(σ2 + σ3 − σ0) (34)

が得られる。 ゆえに, ベクトル βは行列B0の列ベクトル

の線形結合である。一方, 行列B は正則である。これは矛

盾である。以上によって行列 (29)が正則であることが示さ
れた。

続いて, (31)を示そう。 このために,

x′′
B =

[
σ4

σ5

]
(35)

とおく。 このとき, (30)より, B0σ4 + νσ5 = b であり, こ
れを (32)に代入して整理すると,

B0 (σ4 − σ2) = ν (θ − σ5) (36)

が得られる。一方,ベクトルνが行列B0の各列ベクトルの

線形結合で表されないことはすでに示されているから, (36)
が成り立つということは, σ4 = σ2, σ5 = θ を意味する。以

上によってシンプレックス法のステップ 2で更新された解
がステップ 3の基底解と一致することが示された。

2.3.2 もとの問題の最適解の抽出

シンプレックス法終了時に得られている実行可能基底行

列をB∗ とすると, 線形方程式

B∗x∗
B = b (37)
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を解くことにより最適解の一部 x∗
B が得られる。残りの変

数 x∗
N は零である。x∗

B と x∗
N からもとの問題の最適解 x∗

を構成するためには, どの変数が基底変数に入っていたかを
確認する必要がある。

たとえば, 基底変数がx1, x3, x5であり, x∗
B = [10, 20, 30]

となっている場合には, もとの問題の最適解は

[10, 0, 20, 0, 30, 0, ...]

である (非基底変数はすべて零である)。

例 2 シンプレックス法の挙動を調べるため, 以下のような
2変数の簡単な線形計画問題を考える。

min{x1 + x2 : 1 ≤ x1 ≤ 2, 1 ≤ x2 ≤ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}
(38)

問題 (38)の制約条件を満たす領域を図 2に示す。

1 20

1

2

x1

x2

図 2: 問題 (38)の制約条件を満たす領域

目的関数はx1+x2であるが,これは傾き−1の直線上で一
定値となる。そして,この直線が左下にずれるほど目的関数の
値は小さくなる。よって,この問題の最適解はx1 = 1, x2 = 1
であることがわかる。

では, この問題を標準形に書き直そう。不等式 1 ≤ x1は,
新しい変数 x3を導入して,

x1 − x3 = 1, x3 ≥ 0

と書ける。不等式 x1 ≤ 2は, 新しい変数 x4 を導入するこ

とで,

x1 + x4 = 2, x4 ≥ 0

のようになる。x2に関する不等式も同様にして

x2 − x5 = 1, x5 ≥ 0, x2 + x6 = 2, x6 ≥ 0

という等式に変わる。さて,

x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6]T

とおくと, この問題は

min{cT x : Ax = b, x ≥ 0},

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 −1 0
0 1 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , b =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1
2
1
2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

c =
[
1, 1, 0, 0, 0, 0

]T
(39)

という線形計画問題に書き直される。これは標準形である。

次に, (39)の実行可能基底行列と実行可能基底解を求め
てみよう。基底変数を決めるときには 1から 6までの添字
の中から 4個の添字を選ぶことになるので, 可能な組み合

わせの数は

(
6
4

)
= 15 通りである。一方, 実行可能基底解

は図 2の制約条件を満たす領域 (正方形)の頂点であり, 頂
点の数は 4個しかないから, 上記の 15種類の添字の選び方
のうち実行可能なものは 4個しかないと推察される。この
推察は正しく, 実際に計算してみると, 特定の 4通りの添字
の選び方に対してのみ実行可能基底解が得られ, それ以外
の選び方では, Bが正則でなくなるか, B−1bの成分の中に

負のものがあらわれるということがわかる。表 1に実行可
能な基底変数ベクトルと, 実行可能基底解に対応する x1と

x2 の値を示す。表 1の右の欄の値から, これらが図 2の 4

表 1: 実行可能な基底変数ベクトルと実行可能基底解
xB (x1, x2)の値

[x1, x2, x3, x5]T (2, 2)
[x1, x2, x3, x6]T (2, 1)
[x1, x2, x4, x5]T (1, 2)
[x1, x2, x5, x6]T (1, 1)

個の頂点に対応していることがわかる。

続いて, 基底変数ベクトルを xB = [x1, x2, x3, x5]T とし
た場合のシンプレックス法の動作を見よう。シンプレック

ス法は制約条件を満たす領域の頂点をたどって最適解を探

す方法なのだから, 点 (x1, x2) = (2, 2)から出発した場合, 2
回の繰り返し計算で最適点 (x1, x2) = (1, 1)に到達できる
はずである。

1回目 xB = [x1, x2, x3, x5]T , xN = [x4, x6]T から出
発する (点 (x1, x2) = (2, 2)から始めることに対応)。これ
に対応する基底行列は B = [a1, a2, a3, a5] であり, 非基
底行列は N = [a4, a6] である。また, cB = [1, 1, 0, 0]T,
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cN = [0, 0]T となる。ここから, zB = 4,

b̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
2
2
1
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , ĀN =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0
0 1
1 0
0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , c̄N =

[
−1
−1

]

が得られる。

(ステップ 1-1) ベクトル cN の第 1要素, 第 2要素はともに
−1で負なので, このうち番号が若い s = 1を選択して次に
進む。

(ステップ 1-2) ā1 = [1, 0, 1, 0]T で, このうち第 1成分と第 3
成分が正である。b̄1/ā1;1 = 2 b̄3/ā1;3 = 1 であり, b̄3/ā1;3

の方が小さいので, 添字 r = 3を選択して次に進む。

(ステップ 1-3) 基底行列は

B = [ai1 , ai2 ,
⇓
ai3 , ai4 ]

から

B′ = [ai1 , ai2 ,
⇓
aj1 , ai4 ]

に変わる。ここでxB = [x1, x2, x3, x5]T , xB = [x4, x6]T で
あったことを思い出すと, i1 = 1, i2 = 2, i3 = 3, i4 = 5,
j1 = 4, j2 = 6であることがわかる。ゆえに, 新しい基底行
列は

B′ = [a1, a2, a4, a5]

となる。対応する基底変数ベクトルはxB = [x1, x2, x4, x5]T

である。

2回目 1 回目の終了時の状態を継承して, xB =
[x1, x2, x4, x5]T , xN = [x3, x6]T から出発する。表 1から,
これが点 (x1, x2) = (1, 2)に対応することがわかる。先と
同様の計算により, zB = 3,

b̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
1
2
1
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , ĀN =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0
0 1
1 0
0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , c̄N =

[
1
−1

]

が得られる。

(ステップ 2-1) ベクトル cN の第 2要素のみ負なので, s = 2
を選択して次に進む。

(ステップ 2-2) ā1 = [0, 1, 0, 1]T で, このうち第 2成分と第 4
成分が正である。b̄2/ā2;2 = 2, b̄4/ā2;2 = 1 であり, b̄4/ā2;4

の方が小さいので, 添字 r = 4を選択して次に進む。

(ステップ 2-3) 基底行列は

B = [ai1 , ai2 , ai3 ,
⇓
ai4 ]

から

B′ = [ai1 , ai2 , ai3 ,
⇓
aj2 ]

に変わる。ここで xB = [x1, x2, x4, x5]T , xB = [x3, x6]T で
あったことを思い出すと, i1 = 1, i2 = 2, i3 = 4, i4 = 5,
j1 = 3, j2 = 6であることがわかる。ゆえに, 新しい基底行
列は

B′ = [a1, a2, a4, a6]

となる。対応する基底変数ベクトルはxB = [x1, x2, x4, x6]T

である。

3回目 2 回目の終了時の状態を継承して, xB =
[x1, x2, x4, x6]T , xN = [x3, x5]T から出発する。表 1から,
これが点 (x1, x2) = (1, 1)に対応することがわかる。この
点で目的関数は最小となるから, アルゴリズムはこの段階
で終了するはずである。これを確認しよう。先と同様の計

算により, zB = 2,

b̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , ĀN =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0
0 −1
1 0
0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , c̄N =

[
0
0

]
(40)

が得られる。

(ステップ 3-1) ベクトル cNのすべての要素は零である。よっ

て, すでに最適解が得られているので, 計算を終了する。

もとの問題の解の復元 計算終了時の基底変数ベクトル

が xB = [x1, x2, x4, x6]T であったことと最適解が xB = b̄,
xN = 0とあらわされることを思い出すと, (40)から, x1 =
1, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1, x5 = 0, x6 = 1が最適解となる。
よって, x1 = 1, x2 = 1が目的関数を最小とする点であるこ
とがわかる。

以上の説明から, シンプレックス法のアルゴリズムが, 点
(x1, x2) = (2, 2)から出発し, (x1, x2) = (1, 2)という頂点を
経由して最適点 (x1, x2) = (1, 1)に到達していることがわ
かる。

2.3.3 ビッグM法

第 2.3.1 節で述べたアルゴリズムを利用して与えられた
線形計画問題を解くためには実行可能基底行列Bが必要で

あった。ところで, 問題の規模が大きいときには実行可能
基底行列をひとつ求めること自体も容易でないことが多い。
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そのような状況に対処するためには, 第 2.3.1節のアルゴリ
ズムを実行可能基底行列が未知の場合にも適用できるよう

に拡張しておく必要がある。

このような拡張としてよく知られているものに, 2段階法
とビッグM法がある。本節では, これらのうちビッグM法
について述べる。

(STD)にビッグ M法が適用可能であるためには (STD)
の制約条件の右辺にあらわれるベクトル bの各成分が非負

でなければならない。そこで, bの第 i成分 bi が負で, 対応
する行列Aの行ベクトルが αT

i であるときには, bi を −bi

で置き換え, αT
i を −αT

i で置き換える。これにより, もと
の制約条件と等価で b ≥ 0を満たす制約条件が得られる。

次に, 人為変数と呼ばれる新たな変数

ξ = [ξ1, . . . , ξm]T (41)

を導入し,

c2 = [cT , M · 1T
m]T , A2 = [A, Im] (42)

と定義して (ただし 1m はm次の要素がすべて 1のベクト
ル, M は十分大きい正の定数, Imはm次の単位行列), (5)
から次のような問題を作る。

min

{
cT
2

[
x

ξ

]
: A2

[
x

ξ

]
= b, x ≥ 0, ξ ≥ 0

}
(43)

もとの問題は b ≥ 0となるように書き換えられていたから,
x = 0, ξ = bは (43)の制約条件を満たす。よって, これは
実行可能基底解である。ゆえに, 問題 (43)において基底変
数ベクトルとして ξ を取ると, 実行可能基底行列が得られ
るから, ここから出発してシンプレックス法を実行し, 最適
解を求めることが可能である。

シンプレックス法の終了条件が満たされ, 繰り返し計算
が終了したものとしよう。このとき問題となるのは, もとの
問題の最適解をどのようにして復元するか, ということで
ある。

パラメータM が十分大きく, かつ計算終了時に有限の最
小値が得られた場合を考える。この最小値に対応する xと

ξをそれぞれ x∗ と ξ∗ とする。このとき, ξ∗ = 0であれば
x = x∗ が問題 (5)の最適解であることが言え, ξ∗ �= 0で

あれば問題 (5)は解を持たないということが言える。ただ
し, パラメータM をどの程度取れば十分であるかについて

の基準はない。よって, 計算終了時に ξ∗ �= 0 となったとき

には, M を大きく取り直してシンプレックス法を再度実行

する必要がある。

なお, 計算終了時の結果からもとの問題の最適解 x∗ を構
成する手順は第 2.3.2節と同一である。

2.3.4 ビッグM法による最適化の結果ともとの問題の解

の関係

以下でビッグM法による最適化の結果と問題 (5)の解の
関係に関する事実を証明つきで述べる。ただし, M は十分

大きいと仮定する。

2.3.4.1 ビッグM法により有限の最適解が求められたと

き ビッグM法で有限の最適解 [x∗T , ξ∗T ]T が得られてい
るものとする。 このとき, ξ∗T が零ベクトルなら, x∗ は問
題 (5)の最適解である。 一方, ξ∗ が零ベクトルでないとき
には, 問題 (5)の制約条件を満たす領域は存在しない。

(証明)まず最初に, ξ∗ = 0の場合を考える。制約条件を満

たす任意の点 xに対し, [xT , 0T ]T は (43)の制約条件を満
たす。一方, [x∗T , 0T ]T は (43)の最小解だから,

cT
2

[
x∗

0

]
≤ cT

2

[
x

0

]
(44)

である。 すなわち, x∗ は (5)の最小解である。

次に, ξ∗ �= 0の場合を考える。このとき, (5)の制約条件
を満たす点は存在しないことを背理法によって示す。まず

最初に, [x∗T , ξ∗T ]T の候補は実行可能基底解全体の集合で
あって, これは実行可能基底行列の集合から決まる有限集合
ことに注意する。この集合は (43)の制約条件のみから決定
され, M には依存しない。

さて, 制約条件を満たす点 xが存在すれば, [xT , 0T ]T は
(43)の制約条件を満たすから,

cT
2

[
x∗

ξ∗

]
≤ cT

2

[
x

0

]
(45)

でなければならない。 一方, (45)の左辺はM を大きくす

れば+∞に発散する (ξ∗は有限で零でないことに注意)。こ
れは矛盾である。 したがって, 制約条件を満たす点 xが存

在しないことがいえる。

2.3.4.2 ビッグM法の問題が有限の最適解を持たないと

き 問題 (43)が有限の最適解を持たないときには,問題 (5)
も有限の最適解を持たない。

(証明)ビッグM法が有限の最適解を持たないと判定された
段階における基底変数ベクトルを xB , 非基底変数ベクトル
を xN とする。非基底変数ベクトルの第 i成分を動かすこ

とで目的関数が任意に小さくできるものとする。すなわち,
eiを第 i単位ベクトルとしたとき, xB と xN をそれぞれ

xB : B−1b → B−1b − θB−1Nei

xN : 0 → θei

(46)
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とすると目的関数が減少し, かつ θ は任意の正の値を取り

うる。このとき, 解は∆xB = −B−1Nei, ∆xN = ei なる

方向に動く。 また, θ が正の任意の値を取っても制約条件

x ≥ 0はつねに満たされることから, ∆xB ≥ 0である。ま
た, ∆xB , ∆xN はM に依存しない。 さらに,

B∆xB + N∆xN = 0 (47)

である。

さて, ∆xB , ∆xN を並べ換えてもとの変数 xと人為変数

ξに対応させると, 解が動く方向のベクトル∆xと∆ξが得

られる。このとき, (47)より,

A2

[
∆x

∆ξ

]
=
[
A Im

] [∆x

∆ξ

]
= 0 (48)

である。

先の議論により, ∆x ≥ 0, ∆ξ ≥ 0であるが, 実は, 目的
関数が任意に小さい値を取りうることから, ∆ξ = 0となる
ことがいえる。 これはなぜかというと, 問題 (43)の解を[

x

ξ

]
+ θ

[
∆x

∆ξ

]
(49)

に変更すると目的関数は θ(cT ∆x + M1T ∆ξ) だけ変動し,
この変動が負であることから cT ∆x + M1T ∆ξ < 0 でなけ
ればならないのだが, M が十分大きく∆ξ �= 0のときには
これは負の値を取りえないからである。ゆえに ∆ξ = 0で
ある。 ここから, cT ∆x < 0が導かれる。
ここで, 問題 (5)が有限の最適解を持つと仮定して矛盾を

導こう。x∗が問題 (5)の有限の最適解であるとする。さて,
∆x ≥ 0であり, 一方 (48)より, A∆x = 0となるから, ∆x

の方向に解を動かしても問題 (5)の制約条件が脅かされる
ことはない。 よって, 正のパラメータ θに対し, x∗ + θ∆x

も解である。一方, cT ∆x < 0より, x∗ + θ∆xは最適解 x∗

より目的関数値を小さくする解である。 これは x∗ が最適
であることに矛盾する。以上により, 問題 (5)が有限の最適
解を持たないことが示された。

2.4 内点法

本節では内点法について述べる。

内点法は大きく分けると主内点法と主-双対法の 2種類に
分類されるのだが, 本節では主-双対法と呼ばれるアルゴリ
ズムのうち比較的簡単なもの 2種類を文献 [6, 7]にしたがっ
て紹介する。

まず, いくつか記号の定義をしておく。ベクトルのノルム
は, ‖x‖ =

√∑n
i=1 x2

i によって定義される。ベクトル同士

の Hadamard 積を, 以下によって定義する。

xs = [x1s1, . . . , xnsn]T (50)

また, 記法の簡単のため, ベクトル xに対し,

1/x = [1/x1, . . . , 1/xn]T (51)

と定義する。

2.4.1 内点法のアルゴリズム

基準形で記述された最適化問題

(P) min
{
z = cT x : Ax ≥ b, x ≥ 0

}
(52)

を考える。(52)を主問題と呼ぶ。(52)に対し, 双対問題と
呼ばれる問題が,

(D) max
{
w = bT y : AT y ≤ c, y ≥ 0

}
(53)

で定義される。ここに, max は maximize の略であり, 目的
関数を最大化する問題をあらわす。なお, x ∈ R

n, y ∈ R
m

である。

主-双対法は, 簡単に言うと, (P)と (D)をまとめて解く方
法である。以下では, まず繰り返し計算のための初期値を定
め, 続いて (P)と (D)を同時に解くために新たな問題 (SP)
を定義し, さいごに繰り返し計算のアルゴリズムを述べる。
まず, x と y の適当な初期値 x0 > 0, y0 > 0 を決め

る。これは正であればどのように取っても構わない。次に,
p0 = 1/x0, t0 = 1/y0 とおく。パラメータ b̄, c̄, β を

b̄ = t0 + b − Ax0

c̄ = p0 − c + AT y0

β = 1 − bT y0 + cT x0

(54)

と定義する。続いて, 行列M およびベクトル qを

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
0m×m A −b b̄

−AT 0n×n c c̄

bT −cT 0 β

−b̄
T −c̄T −β 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0m

0n

0
n + m + 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(55)
と定義し, 次の問題を考える。

(SP) min
{
qT ξ : Mξ + q ≥ 0, ξ ≥ 0

}
(56)

ここに, ξ = [yT , xT , κ, θ]T は n +m+2 次元のベクトルで
ある。問題 (SP)のように, 制約条件に対応する行列M が

歪対称行列v) であり, 非負のベクトル qが制約条件と目的

関数の双方にあらわれる問題を, 歪対称問題と呼ぶ。
v) � が正方行列で, となるとき, � を歪対称行列という。
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問題 (SP)の初期値を

ξ0 =
[
(y0)T , (x0)T 1, 1

]T
(57)

とする。

与えられた ξ に対し, (SP) の制約条件であらわれた式
Mξ + qが取る値を s(ξ) とおく。すなわち,

s(ξ) = Mξ + q (58)

と定義する。以下では,記法の簡単のために,しばしば, s(ξ)
を sと略記する。また, n + m + 2次のベクトル ξ, sに対

し, 行列 Ξと S を

Ξ = diag[ξ1, . . . , ξm+n+2], S = diag[s1, . . . , sm+n+2]
(59)

と定義する。ただし, diag[x, . . . , xk]は対角要素がx1, . . . , xk

でそれ以外の要素が零の正方行列をあらわす。

以上の準備のもとで, 2種類の内点法のアルゴリズムにつ
いて述べる。

まず, ショートステップパス追跡法と呼ばれるアルゴリ
ズムについて述べる。これは, 次のようなアルゴリズムで
ある。

内点法 (ショートステップパス追跡法)

(初期化) 精度パラメータ εを適当に決める。また, ξ := ξ0,
s := s(ξ)とする。さらに,

σ = 1 − 0.4/
√

n + m + 2 (60)

とおく。

(ループ) 以下のプログラムを実行する。

while ξT s ≥ ε do

µ := sT ξ/(n + m + 2)
ξ := ξ + ∆ξ

s := s(ξ)
end

ここに, ∆ξは線形方程式

(S + ΞM)∆ξ = −sξ + σµ1 (61)

の解である。

問題 (SP) を初期値 ξ0 のもとで解き, qT ξ∗ = 0 なる最
適解 ξ∗ = [y∗, x∗, κ∗, θ∗]T が得られたとしよう。このとき
κ∗ �= 0であれば, もとの問題の最適解は

x̄ =
x∗

κ∗ , ȳ =
y∗

κ∗ (62)

となる。κ∗ = 0のときには, 最適解は存在しない。すなわ
ち, 制約条件を満たす領域が存在しないか, 目的関数の値は
有限にならない。これについては, 第 2.5.1節においてもう
少し詳しく説明する。

ショートステップパス追跡法には, 理論的な特性は良い
が, 実際の問題に適用すると実行が極めて遅いという特徴
がある。

理論的な特性はショートステップパス追跡法に劣るが実

用上はより高速なアルゴリズムに, ロングステップパス追跡
法がある。

ロングステップパス追跡法について述べる前に, 記号の
定義をしておく。(61)を解いて得られる ξとパラメータ α

(ただし 0 ≤ α ≤ 1)に対し,

ξα = ξ + α∆ξ, sα = s(ξα) (63)

と定義する。

ロングステップ追跡法のショートステップパス追跡法と

の相異は, (61)を解いて得られる∆ξの方向に解 ξを可能な

限り大きく動かすことである。具体的には, µ = sT ξ/(n +
m + 2)とあらかじめ定められた定数 γ に対し, 直線探索と
呼ばれる方法を用いて

ξαsα ≥ γµ1 (64)

を満たす範囲で最大の αを求め (ただし 0 ≤ α ≤ 1), ξ :=
ξ + α∆ξにより解を更新する。

内点法 (ロングステップパス追跡法)

(初期化) 精度パラメータ εを適当に決める。定数 γ, σmin,
σmax を 0 < γ < 1, 0 < σmin < σmax < 1となるよう
に定める。

(ループ) 以下のプログラムを実行する。

while ξT s ≥ ε do

µ := sT ξ/(n + m + 2)
σ ∈ [σmin, σmax]を定める
線形方程式 (61)を解いて∆ξを求める

(64)を満たす最大の α(0 ≤ α ≤ 1)を求める
ξ := ξ + α∆ξ

s := s(ξ)
end

直線探索により αを決めるときには, たとえば 2分探索を
用ればよい。
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ロングステップパス追跡法では, パラメータ σ の値はス

テップごとに変えてよい。σの決め方としては, たとえばス
テップごとに乱数を用いてランダムに σ を決める, といっ
た方法が考えられる。

実は, σを 0に近い値にすれば∆ξは目的関数をより減少

させる方向 (アフィンスケーリング方向)を向き, σ を 1に
近い値にすれば∆ξは制約条件を満たす領域からはずれな

いような方向 (中心化方向)を向く (第 2.5.2.3節参照)。

内点法を用いた線形計画問題の求解パッケージでは, 以上
で述べた 2種類のアルゴリズムではなく, Mehrotraの予測
子・修正子法というアルゴリズムが採用されていることが

多い。Mehrotraの予測子・修正子法は高速ではあるが若干
見通しが悪いので, ここでは述べない。興味のある読者は文
献 [3, 7]を参照してほしい。

2.5 内点法の詳細

以下では, まず第 2.5.1節において, 本節で利用された行
列M などの意味を説明する。続いて, 第 2.5.2節では, 内
点法の一般的なアルゴリズムについて説明する。

2.5.1 線形計画問題 (SP)の意味

本節では, 第 2.4節の行列M などの意味についていくつ

かの証明を省いた上で述べる。この節は実験そのものには

関係ないので, 興味のない読者は読み飛ばしてよい。

主問題 (P)とその双対問題 (D)が与えられているものと
する。主問題の制約条件 (Ax ≥ b, x ≥ 0)を満たす点の集
合を P と書き, 双対問題の制約条件 (AT y ≤ c, y ≥ 0)を
満たす点の集合をDと書く。P やDが空集合となることも
ある。このような場合には, 主問題や双対問題には解が存在
しない。

さて, 適当に取られた x ∈ P と y ∈ D に対し, bT y ≤
(xT AT )y = xT (AT y) ≤ xT cより, bT y ≤ cT xという不

等式が成り立つことがわかる。すなわち, 双対問題の目的関
数値は必ず主問題の目的関数値以下となる。このことから,
ある x∗ ∈ P と y∗ ∈ Dが等式 bT y∗ = cT x∗ を満たせば,
x∗は主問題の最適解であり, y∗は双対問題の最適解である

ということがわかる。実は, この逆も成り立つ。すなわち,
主問題と双対問題がそれぞれ有限の最適解 x∗と y∗ を持つ
とき, 等式 bT y∗ = cT x∗ が成り立つということが言える。
後半の結果を双対定理という。双対定理の証明はやや繁雑

なのでここでは述べない。

さて, 最適解のための等式 bT y = cT x に不等号を追加し

た不等式

bT y ≥ cT x (65)

を考えよう。不等式 bT y ≤ cT xはつねに成り立つのだか

ら, これは実質的にもとの等式と変わらない。(65)の右辺
を左辺に移項し, 主問題の制約条件, 双対問題の制約条件の
両辺に −1を乗じたものと合わせて整理すると,

Ax − b ≥ 0

−AT y + c ≥ 0

bT y − cT x ≥ 0

(66)

という不等式が得られる。これを行列の形でまとめると,⎡
⎢⎣

0 A −b

−AT 0 c

bT −cT 0

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣

y

x

1

⎤
⎥⎦ ≥

⎡
⎢⎣
0
0
0

⎤
⎥⎦ , x ≥ 0, y ≥ 0 (67)

という形になる。この段階ではまだ (67) が解を持つかどう
かは明らかでないことに注意しよう。

ここで, (67)の左辺のベクトルの最下段にあらわれた数 1
を変数 κで置き変えた不等式⎡

⎢⎣
0 A −b

−AT 0 c

bT −cT 0

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣

y

x

κ

⎤
⎥⎦ ≥

⎡
⎢⎣
0
0

0

⎤
⎥⎦ ,

⎡
⎢⎣

y

x

κ

⎤
⎥⎦ ≥

⎡
⎢⎣
0
0

0

⎤
⎥⎦ (68)

を考える。(68)を満たす (yT , xT , κ)が求められていて, か
つ κ > 0であれば, (yT /κ, xT /κ, 1)は (67)を満たす。すな
わち, 新しい変数 κを導入することはもとの問題 (67)の解
を求めることの障害とはならない。では, 新しい変数 κを

導入することには何か利点はあるのだろうか。まず (68)が
自明な解 x = 0, y = 0, κ = 0を持つことに注意する。とこ
ろで, 内点法を用いて問題 (68)の解を求めると, 問題 (67)
に解があるときには κは零以外の値に収束し, 問題 (67)に
解がないときには κは零に収束することが示せる (証明は
略す)。すなわち, κを (67)の解の存在判定に使うことがで
きる。

さて, (68)の左端の行列は先に内点法のアルゴリズムで
使った (55)と似てはいるが, 同一ではない。(55)の行列M

の右端および下段の要素は (68)にはないものである。これ
はどのような経緯で出て来たのだろうか?
実は, 線形計画問題を内点法で解くためには初期値とし

て制約領域の内点 (制約条件から等号を取り除いた不等式
を満たす点) が必要になるのだが, 内点を 1個定めることは
それほど容易でない。そのため, 代替策として, 新たに変数
を 1個追加して, (68)から内点が既知の拡大された問題に
変換する。(55)は (68)にそのような手法を適用した結果な
のである。以下では, この方法について見てゆこう。
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初期値 x0 > 0, y0 > 0を適当に決め (各成分が 0でなけ
れば何でもよい), p0 = 1/x0, t0 = 1/y0 とおく。パラメー

タ b̄, c̄, βを (54) によって定義する。また, 行列M および

ベクトル qを (55)によって決め, (56)によって定められた
問題 (SP)を考える。すると, 初期値 (57) が問題 (56)の内
点となるのである。これを見ておこう。ξ0 > 0は定義より
明らかだから, Mξ0 + q > 0となることを見ればよい。こ
れは, (54)を使えば,

Mξ0 + q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Ax0 − b + b̄

−AT y0 + c + c̄

bT y0 − cT x0 + β

−b̄
T
y0 − c̄T x0 − β + (n + m + 2)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

t0

p0

1
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(69)

となることからわかる。

2.5.2 内点法のアルゴリズムの一般形

本節では, 内点法のアルゴリズムの一般形について簡単に
述べる。

第 2.5.1節の結果から, 主問題と双対問題を解くことは,
問題

(SP) min
{
qT ξ : Mξ + q ≥ 0, ξ ≥ 0

}
を解くことに帰着されることがわかっている。ここに, M

は歪対称行列であり, q は各成分が非負のベクトルである。

そこで, 本節では (SP)を出発点とする。

2.5.2.1 強相補性条件 行列M が歪対称であることから,
目的関数値は qT ξ = sT ξを満たすvi) 。

さて, 問題 (SP)は自明な最適解 ξ = 0 を持つ。しかし,
第 2.5.1で説明したように, 我々は ξのある成分が収束する

値が 0であるか否かに応じて主問題 (P)と双対問題 (D)の
解の存在性の判定をするので, 自明な解は我々の望むもので
はない。ところで, ξが最適であり (sT x = 0), かつ ξの要

素の中の零でないものがあったとしよう。ξ ≥ 0, s ≥ 0で
あることを思いだすと, ξと sの成分は,

• ξi = 0なら si > 0,

• ξi > 0なら si = 0

vi) 先と同様に, � = �� + � とする

という条件を満たすことがわかる。この条件を強相補性条

件という。強相補性条件は, より簡単に,

s + ξ > 0 (70)

とも書ける。以上の議論により, 我々は問題 (SP)の強相補
性条件を満たす最適解を (もしあれば)見付けなければなら
ないことがわかる。

2.5.2.2 中心パス ここで, 中心パスという概念を導入し
ておく。1をすべての要素が 1のベクトルとし, µを正の定

数として,

sξ = µ1 (71)

なる等式を考える。ここでは証明を省くが, (SP)の制約条
件を満たす領域が内点を持つ (開集合を含む)とき, (71)と
(SP)の制約条件を連立させた非線形連立方程式

s = Mξ + q, sξ = µ1 (72)

を ξ について解くと, 与えられた µに対して制約領域の内

点にある ξ(µ)が一意的に定まることが言える。さらに, 次
の事実が成り立つ。

• ξ(µ)は µの連続関数である。

• µ → 0とすると, ξ(µ)は強相補性条件を満たす点に収
束する。

これらの事実から,軌道ξ(µ)(これを中心パスと呼ぶ)を追跡
することにより強相補性条件を満たす解が求められること

がわかる。中心パスは, 制約条件を満たす領域の内部を通っ
て最適解に到達する, 幾何学的に性質の良い軌道である。

2.5.2.3 アフィンスケーリング方向と中心化方向 以上の

議論を踏まえた上で, 2種類の異なる探索ベクトルの決め方
について述べよう。

まず最初に, (SP)を変数 xと sに関する非線形関数

F (ξ, s) =

[
Mξ − s + q

sξ

]
(73)

の零点を求める問題とみなす。点 ξと s = Mξ + qが与え

られているとき, ξ′ = ξ +∆ξaおよび s′ = s +∆saとして

F (ξ′, s′) = 0を∆ξaと∆saについてTailor展開によって
近似的に解くと, ∆ξa と∆sa は方程式[

M −I

S Ξ

][
∆ξa

∆sa

]
=

[
0

−sξ

]
(74)
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の解となる。なお,適当な正の定数αを取り, ξ′ = ξ+α∆ξa

および s′ = s + α∆sa とすると,

M(ξ′) + q = s + αM∆ξa = s′

となる。よって,任意の αに対し, s′と ξ′は等式 s′ = Mξ′+
q を満たす。(74)を解くことによって得られる探索ベクト
ル (∆ξT

a , ∆sT
a )T をアフィンスケーリング方向と呼ぶ。

アフィンスケーリング方向は目的関数を減少させるには都

合が良いが, 制約条件を見たす領域の境界に解を誘導する可
能性があるという点では不都合である。ところで, 解を内点
に誘導するには, 中心パス上の点を利用するのが良い。そこ
で, パラメータ µを適当に決め, それ対応する中心パス上の
点を求める問題を考える。パラメータµの選び方にはいろい

ろなものが考えられるが, たとえば目的関数値を現在の値の
1/ dimξにすることを目指す, すなわち µ = (1/ dim ξ)sT ξ

とするという方法が考えられる。この問題も, 先と同様に,
関数

G(ξ, s) =

[
Mξ − s + q

sξ − µ1

]
(75)

の零点を求める問題に帰着される。ξ′ = ξ + ∆ξc, s′ =
s + ∆scとし, (75)を Tailor展開によって近似的に解くと,
∆ξc と∆sc は方程式[

M −I

S Ξ

][
∆ξc

∆sc

]
=

[
0

−sξ + µ1

]
(76)

の解となる。(76)を解くことによって得られる探索ベクト
ル (∆ξT

c , ∆sT
c )T を中心化方向と呼ぶ。

これらの探索ベクトルを用いた解法は, Newton法による
非線形方程式の求解の一種となる。

2.5.2.4 アルゴリズムの一般形 アフィンスケーリング方

向は目的関数を減少させる方向, 中心化方向は中心パスに
向かう方向であった。Newton法型の内点法のアルゴリズム
では, アフィンスケーリング方向と中心化方向の線形結合を
使って解を更新してゆく。

σを 0以上 1以下の定数とし, 探索ベクトルを[
∆ξ

∆s

]
= (1 − σ)

[
∆ξa

∆sa

]
+ σ

[
∆ξc

∆sc

]
(77)

とすると, 探索ベクトル (∆ξT , ∆sT )T は[
M −I

S Ξ

][
∆ξ

∆s

]
=

[
0

−sξ + σµ1

]
(78)

の解となる。

なお, (78) は ∆ξ と ∆s に関する線形方程式であるが,
(78)の上半分は∆sについて解けて∆s = M∆ξとなるの

で, 実際にはこれを (78)の下半分に代入した(
S + ΞM

)
∆ξ = −sξ + σµ1 (79)

を∆ξについて解けばよい。

(78)の解 (∆ξT , ∆sT )T を探索ベクトルとして利用する

内点法のアルゴリズムの一般形は, 以下に述べるようなも
のである。

内点法 (一般形)

(初期化) 精度パラメータ εを適当に決める。また, ξ := ξ0,
s := s(ξ)とする。

(ループ) 以下のプログラムを実行する。

while ξT s ≥ ε do
σを決める

µ := sT ξ/(n)とする
(79)を解いて∆ξ, ∆sを決める

αを決める

ξ := ξ + α∆ξ

s := s + α∆s

end

第 2.4.1節で述べたショートステップパス追跡法は, 上記
のアルゴリズムにおいて α = 1, σ = 1 − 0.4/

√
dim ξ と固

定した特別な場合である。大規模な問題では, このように σ

を決めると, 探索ベクトルが中心化方向とほぼ一致してしま
うため, ショートステップパス追跡法は極めて低速になる。

ループ内の各ステップでパラメータ αや σの値を切り換

えると, より効率の良いアルゴリズムが構成しうることが
知られている。興味のある読者はたとえば文献 [3, 6, 7]を
参照してほしい。

例 3 2変数の歪対称問題

min

⎧⎨
⎩
[
1
0

]T [
ξ1

ξ2

]
:

[
0 −1
1 0

][
ξ1

ξ2

]
+

[
1
0

]
≥
[
0
0

]
,

[
ξ1

ξ2

]
≥
[
0
0

]} (80)

を考える。
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(80)の制約条件は, 0 ≤ ξ1, 0 ≤ ξ2 ≤ 1 と書き直される。
目的関数は ξ1 なので, ξ1 = 0を満たす任意の点で目的関数
は最小となる。

この問題において, 各点でアフィンスケーリング方向と中
心化方向がどのようになるかを見よう。この問題における中

心パスは ξ2 = 1/2という直線であり, 強相補解は (ξ1, ξ2) =
(0, 1/2)という点である。図 3 に各点におけるアフィンス
ケーリング方向と中心化方向を示す。この例ではアフィン

スケーリング方向は中心パスと平行になる。それゆえ, ア
フィンスケーリング方向のみを用いて解を更新すると強相

補解に到達できない。また, µ = (1/2)sT ξの場合の中心化

方向は中心パスと垂直となり, これを用いて解を更新する
と目的関数は減少しない。

0 1

1

ξ1

ξ2

中心パス

0 1

1

ξ1

ξ2

中心パス

(a)アフィンスケーリング方
向

(b)中心化方向

図 3: 各点における探索ベクトルの方向

3 実験

3.1 実験課題

シンプレックス法 (ビッグM法), 内点法 (ショートステッ
プパス追跡法)および内点法 (ロングステップパス追跡法)
を用いて与えられた線形計画問題を解け。また, 解くべき問
題の大きさと計算時間の関係を調べよ。

3.2 実験方法

ディレクトリ~hanba/info-eng/に, ビッグM法, ショー
トステップパス追跡法 およびロングステップパス追跡法 の

完成したプログラムが置かれている。ファイル名はそれぞ

れ bigM.sce, spf.sce, lpf.sceである。これらは n次元

立方体 1 ≤ xi ≤ 2 (1 ≤ i ≤ n) の内部 (境界を含む)で
目的関数 1T xを解くためのプログラムである。 最適解は

x1 = 1, . . . , xn = 1である。いずれも, プログラムの 2行目
の n=1; という部分で次元が指定されている (最初は値が 1

に設定されている)。計算が終了すると, 変数 timeに計算に

かかった時間が格納される。この値は計算終了後に Scilab
のウィンドウ内で

time (81)

と入力することで参照できる。問題の解は solという変数

に格納される。計算が正常に終了すれば, これらは全要素が
すべて 1のベクトルになる (若干の数値誤差を含む可能性
はあるが)。 値を確認するには, Scilabのウィンドウ内で

sol (82)

と入力する。なお, シンプレックス法では, 人為変数の値を
含んだ解が asolという変数に格納される。

これらを利用して, ショートステップパス追跡法 および
ロングステップパス追跡法のそれぞれについて, nの値を 1
から 20まで増加させて計算時間を測る。ただし, nの刻み

は 1ではなく, 2 ∼ 3程度に取って構わない。

[注意事項]

• レポート提出は電子メールのみで受け付ける。提出物は,

– 作成した LATEXのソースコード

– レポート本文の PostScriptファイル

である。実験用プログラム (bigM.sceなど)が置かれ
ているディレクトリにレポート作製のためのサンプル

sample.tex があるので, これを利用せよ。

• 計算に要する時間は, 同一のプログラムを利用してい
ても, 計算機の状態によって微妙に変わる。だから, 他
人の実験結果をレポートに写した場合, 比較すればす
ぐにそれとわかる。複数のレポートに同一の実験結果

が記載されていた場合, 該当するレポートはすべて零
点とするので注意せよ。

• 各学生が提出したレポートは, 過去に他のグループなど
の学生が提出したレポートと電子的に比較される。他

の学生のレポートとの類似性が著しいレポートは他人

のレポートがまる写ししたものとみなされる。この場

合, レポートの得点は 0点となる。

• サンプルファイルに実験の原理や方法に関する簡単な
記述がある。そのままレポートに利用してよい。また,
より詳しい説明をレポートに記載する必要はない。実

験指導書を長々と書き写しても評価の対象とはならな

いので注意すること。
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4 データ解析

• ビッグM法, ショートステップパス追跡法 およびロン
グステップパス追跡法のそれぞれについて, 横軸に n

の大きさ, 縦軸に計算時間を取ったグラフを作成し, こ
れらの挙動を比較せよ。 レポートには, 必ず, n の大

きさと計算時間が記載された表と対応するグラフの両

方を掲載すること。グラフ作成には ScilabやGnuplot
などを利用せよ。たとえば n = 1, 2, 3, 4のそれぞれに
ついて計算時間が 0.0078, 0.016, 0.023, 0.047となった
場合, Scilabでこのグラフを描画するには, たとえば

n=[1,2,3,4];

t=[0.0078,0.016,0.023,0.047];

plot(n,t,"n","time");

のようにする (この例では, 横軸に n, 縦軸に timeとい

うラベルを入れている)。

• ビッグM法においてM を小さくすると正解が得られ

なくなることを確認せよ。 問題の次元 nは 1とする。
このためには, ファイル bigM.sce の 3行目で M=1e5;

のようにM が定義されているので, これを小さい正の
値に変更して計算結果を確認すればよい。正解が得ら

れなくなったときには, 計算終了時に solに格納され

た値が正解 (全要素が 1)と違うものになるはずである。
レポートに必す正解が得られなくなったときのM の

値と対応する解を記載すること。
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