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• 今回の講義の典拠はおもに
杉原,室田,数値計算法の数理,岩波書店, 1994

斎藤, 数値解析入門, 東京大学出版会, 2012

• 各自で教科書のプログラムを試してみること
(著者のホームページよりダウンロードでき
る).
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数値積分の必要性 (1)

• 微分と積分は微分積分学の両輪.

• 微分積分学は工学の至る所で利用される.

• 関数が既知の関数の合成関数で表現されてい
るとき, その関数の微分も既知の関数 (とそ
の微分)の合成関数で表現される. この意味
で, 微分は代数的な演算によって処理できる.
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数値積分の必要性 (2)

• 一方, 関数が既知の関数の合成関数で表現さ
れていても, その不定積分が既知の関数 (と
その積分など)の合成関数で表現されること
は稀である.

• したがって, 工学などの応用で積分を使うと
きには, 積分の数値的な評価 (数値積分)が本
質的に重要になる.

電 301 数値解析 (2017) 琉球大学工学部電気電子工学科 担当:半塲 4



数値積分の必要性 (3)

• 応用上よく用いられる積分には, 実軸上で定
義された実関数の積分, 多次元空間における
積分, 複素積分, 線積分, 面積分などがある.

• この講義では実軸上で定義された実関数の積
分のみについて議論する.
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Scilabにおける数値積分の概要 (1)

• 数値積分には,いろいろな方法があるが, Scilab

はそれほど多くの数値積分法をサポートして
いるわけではない.

• Scilabがサポートしている数値積分法を以下
に示す. 各方法がどのようなものかは後述.
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Scilabにおける数値積分の概要 (2)
⊲ 実軸上で定義された実関数

intg 21点Gauss-Kronrod則による数
値積分

inttrap 複合台形則による数値積分
intsplin スプライン補間による数値積分
integrate 複数の終端について積分を評価,

内部で intgを呼んでいる
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Scilabにおける数値積分の概要 (3)
⊲ 複素積分

intl 複素積分 (積分路は円弧)

intc 複素積分 (積分路は直線)

いずれも, 内部では複素積分を実パラメータに関す
る積分に変換して intgを呼んでいる. 数値解析の
観点からは実積分と同じなので,この講義では取り
扱わない.
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Scilabにおける数値積分の概要 (4)
⊲ 多次元空間における積分

int2d 2次元空間における積分
int3d 3次元空間における積分

多次元空間における数値積分は理論的にそれほど
発達していない分野なので,この講義では取り扱わ
ない.
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実軸上の数値積分 (1)

• 以下では, 区間 [a, b](だたし a < b)における
実関数 f の積分, すなわち

∫ b

a

f(x)dx

を数値的に求めることを考える. f は Rie-

mann積分可能であると仮定する.
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実軸上の数値積分 (2)

• 積分のもっとも素朴な計算法は, 区間 [a, b]に有
限個の点 a = x0 < x1 < · · · < xN = b (これを分
点とよぶ)と, 区間 [xk, xk+1] (0 ≤ k ≤ N)の点
ξk (これを代表点という)を取り,

∫ b

a

f(x)dx ≃

N−1
∑

k=0

f(ξk)(xk+1 − xk)

によって近似値を求める, というものである.
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実軸上の数値積分 (3)

• 先に述べた方法は Riemann和の定義と同じ
(杉浦, 解析入門, 東京大学出版会, 1980など
を参照). ξk は区間 [xk, xk+1]のどの点でも
よい.

• ξkを区間 [xk, xk+1]の中点に取る方法を中点
則あるいは中点公式という (教科書では 136–

139ページ).
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実軸上の数値積分 (4)

• 公式という言葉は計算の方法という意味で用
いられているが, ここで言う計算は近似計算
である. したがって,公式を適用することによ
って厳密に正しい値が得られるとは限らない.

• 以下, 公式という言葉が頻出するが, 数学の
公式とはニュアンスが異なるので混乱しない
よう注意すること.
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実軸上の数値積分 (5)

• f がRiemann積分可能であれば, 分割を細か
くすると上記の数値積分値は真値に近付く.

• とはいっても, コンピュータでは無限回の計
算はできないので, 有限個の分点で良い近似
値を得ることが望ましい. この観点から言う
と, 上記より良い方法がある.

電 301 数値解析 (2017) 琉球大学工学部電気電子工学科 担当:半塲 14



実軸上の数値積分 (6)

• 数値積分に評価するときに, 分点が計算中に

⊲ 調整できない場合

⊲ 調整できる場合

がある. 前者に対応するのは, 関数値を別の
測定実験で求めており, 追加実験ができない
ような場合.
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実軸上の数値積分 (7)

• 分点が動かせないときには, 標本点をスプラ
イン補間してそれを積分する, という手法を
用いることが一般的である.

• このようにするのは, 精度が中点公式より良
いことを期待してのことであるが, そうなる
ことが理論的に保証されるわけではない.
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実軸上の数値積分 (8)

• スプライン補間は代数的に積分できる. した
がって, 多項式の値と端点がわかっていれば,

そこから代数演算によって数値積分を求める
ことができる.
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実軸上の数値積分 (9)

• 分点が動かせるときには, 数値積分の精度が
十分でない場合には分点を取り直すことにす
れば, より高精度の数値積分が得られる.

• この場合には, 分点で被積分関数と値が一致
する Lagrange補間多項式を作りそれを積分
するという手法が取られる. この種の方法
を補間型公式という.
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実軸上の数値積分 (10)

• 補間型公式において, 補間や分点の取り方に
は様々なバリエーションがある.

• 区間をm等分してLagrange補間する方法を,

Newton-Cotes公式という.

• 区間の分点として直交多項式の零点を取る方
法を, Gauss型 (積分)公式という.
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実軸上の数値積分 (11)

• Newton-Cotes公式およびGauss型公式にも,

色々なバリエーションがある.

• 以上でわかるように, 補間は数値積分におい
て本質的に重要な役割を果たす.

次に, Newton-Cotes公式について解説する.
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Newton-Cotes公式 (1)

• 分点 (標本点)を等間隔に取ったLagrange補
間には, 区間の端の近くで補間関数ともとの
関数の値が大きく異なる場合がある, という
問題があった (Rungeの現象).

• したがって, 数値積分の精度を上げたいから
といって, むやみに分点を増やすわけにはい
かない.
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Newton-Cotes公式 (2)

• 実用上は,

∫ b

a

f(x)dx を計算する際, 全区間

[a, b]に後述の積分公式を適用するかわりに,

[a, b]を a = x0 < x1 < · · · < xN = bのよう
に分割しておき, 各区間 [xk, xk+1] (0 ≤ k ≤

N − 1) に積分公式を適用することが普通で
ある. これを複合公式という.
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Newton-Cotes公式 (3)

• 以下では, 複合公式を前提とし, 細分後のあ
る区間 [xk, xk+1] における f における積分公
式を考える. この場合, 区間 [xk, xk+1] の中に
分点が取られることになるので, 混乱しない
よう注意すること.
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Newton-Cotes公式 (4)

• すでに区間 [xk, xk+1] が十分細かく取られて
いると仮定すれば, Lagrange補間で関数近似
をする際に, 分点を多く取らなくても, 良い
精度の近似が得られることが期待される.

• 実用上よく出てくるのは, m = 1 (分割しな
い)と, m = 2 (この区間を 2等分)だけで
ある.
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Newton-Cotes公式 (5)

• Newton-Cotes公式でm = 1(分割なし)の場
合には, Lagrange補間多項式は,

(xk, f(xk)), (xk+1, f(xk+1))

を通る直線となる. これを積分する (この直線
と x軸が作る台形の面積を求める)手法を台
形則と呼ぶ.
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Newton-Cotes公式 (6)
(xk, f(xk)), (xk+1, f(xk+1))を通る直線は

p(x) = f(xk) +
f(xk+1)− f(xk)

xk+1 − xk
(x− xk)

だから, 台形則は以下のように書き直される. これは確
かに台形の面積である.

∫ xk+1

xk

p(x)dx =
f(xk+1) + f(xk)

2
(xk+1 − xk)
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Newton-Cotes公式 (7)

• Newton-Cotes公式でm = 2の場合には, zk =

(xk + xk+1)/2とすると, Lagrange補間多項
式は,

(xk, f(xk)), (zk, f(zk)), (xk+1, f(xk+1))

を通る放物線となる. これを積分する手法を
Simpson則と呼ぶ.
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Newton-Cotes公式 (8)
2次の Lagrange補間多項式を積分することで (代数的
にできる), Simpson則の具体的な形が求められる. 結
果のみ書くと, zk =

xk+xk1
2 として,

∫ xk+1

xk

f(x)dx

≃
xk+1 − xk

6
(f(xk) + 4f(zk) + f(xk+1)) .
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Newton-Cotes公式 (9)

• 積分公式が 1, x, . . . , xmまで正しい積分を与
え, xm+1に対して正しい値を与えないとき,

その積分公式をm次の積分公式という.

• 台形則は 1次, Simpson則は 2次の Lagrange

補間に基づいているから, 台形則は 1次以上,

Simpson則は 2次以上である.
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Newton-Cotes公式 (10)

• x2に対し,直接計算することにより,台形則が
∫ xk+1

xk

x2dxの正しく評価できないことが確認
できるので, 台形則は 1次の積分公式である.

• 計算は略すが, Simpson則は, x3については
正しい値を与え, x4については正しい値を与
えない. よって, Simpson則は 3次の積分公
式である.
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Newton-Cotes公式 (11)

• 次に数値積分の誤差の上界を, 中点則と比較する.
中点則と台形則は f の 2階微分, Simpson則は f
の 4階微分に基づいて評価される (したがって, そ
の階数の微分可能性を仮定しなければならない).

• 計算を略し (詳細は [斎藤], pp. 188–190), 次ペー
ジに結果のみ示す.
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Newton-Cotes公式 (12)

公式 誤差の上界

中点則
1

24
(xk+1 − xk)

3‖f ′′‖∞

台形則
1

12
(xk+1 − xk)

3‖f ′′‖∞

Simpson則
1

2880
(xk+1 − xk)

5‖f (4)‖∞

ただし, ‖g‖∞ = supx∈[xk,xk+1]
|g(x)|
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Newton-Cotes公式 (13)

• 各区間 [xk, xk+1] (0 ≤ k ≤ N − 1)における f の
積分の近似値を台形則 Simpson則によって求め,
それを足し合わせることで

∫ b

a
f(x)dxの近似値を

求める手法を, 複合台形則という.

• 上記で, 台形則のかわりに Simpson則を用いる手
法を, 複合 Simpson則という.

• 複合台形則,複合Simpson則を単に台形則, Simp-
son則と呼ぶこともある.
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Gauss型公式 (1)

• 続いて, Gauss型公式について述べる.

• Gauss型積分公式で取り扱われる問題は, 正
の重み関数w(x)に対し,
∫ b

a

f(x)w(x)dxを近似する問題である. ただ

し,
∫ b

a
w(x)dx < ∞と仮定する (w ≡ 1なら

通常の積分).
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Gauss型公式 (2)

• Gauss型公式では, 必ずしも複合公式が使われる
とは限らない. したがって, 以下では, 区間 [a, b]
に直接 Gauss型公式を適用するという問題設定
で議論を進める.

• 内積 (f, g)w =
∫ b

a
f(x)g(x)w(x)dx に関し,

{φk(x)}k=0,1,2,... が直交多項式系をなし, φk(x)は
k次の多項式であるものとする.
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Gauss型公式 (3)

• 直交多項式 φk は開区間 (a, b)に k個の相異なる
零点を持つことが示せる ([斎藤], pp. 156–157).

• ある nを固定し, (a, b)における φn+1の零点を小
さい方から並べたものを x0, . . . , xnとする. すな
わち, a < x0 < · · · < xn < bである.

• (n + 1) 個の点 x0, . . . , xn に関する f の n 次の
Lagrange補間多項式を qnとする.
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Gauss型公式 (4)

• Gauss型公式は, n次のLagrange補間多項式
qn(x)を使い, 積分の近似値を

∫ b

a

qn(x)w(x)dx

によって与える公式である.
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Gauss型公式 (5)

• pk(x) =

∏

j<k(x− xj)
∏

j>k(x− xj)
∏

j<k(xk − xj)
∏

j>k(xk − xj)
とおく

と (第 8回の記法, 0 ≤ k ≤ n),

qn(x) =
n
∑

k=0

f(xk)pk(x)である.

• 各 kに対し, pk(x)は多項式だから,
∫ b

a
pk(x)dxは

代数的に計算できる. これをWkとする.
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Gauss型公式 (6)

• 以上の記法のもとで次式が成り立つ.
∫ b

a

qn(x)w(x)dx =

n
∑

k=0

f(xk)Wk

• この積分公式は, f が 2n + 1次の多項式ま
で, 正しい積分の値を与えることが証明でき
る ([斎藤] pp. 205–206).
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Gauss型公式 (7)

• Gauss型公式には, 重み関数と直交多項式の
取り方に応じて, 色々な種類があるが, 詳細
は略す ([斎藤], [杉原, 室田]参照).

• Scilabで数値積分の基本となっている intg

でも, Gauss型公式の一種が採用されている.
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Scilabにおける数値積分 (1)
⊲ 台形則

• 台形則による積分には関数 inttrapを使う.

• inttrapの第一引数には x軸上の分点をならべ
たベクトルを, 第二引数には対応する関数値をな
らべたベクトルを与える.

• inttrapを使うときに必要なのは関数の値であっ
て, 関数そのものではないことに注意.
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Scilabにおける数値積分 (2)

• 第一引数を省略できるが, 省略すると横軸は 1刻
みであると解釈される. 予期しない結果になるこ
とがあるので, 第一引数を省略しない方がよい.

• 横軸を 0から πまで 0.1刻みで動かし, inttrap
で

∫ π

0 sinxdxを計算する例を次に示す. 横軸の値
が格納されたベクトルを x, 縦軸の値が格納され
たベクトルを yとする.
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Scilabにおける数値積分 (3)
実行例 結果

x=0:0.1:%pi;

y=sin(x);

v=inttrap(x,y);

-->v

v =

1.9974689

∫ π

0
sin xdx = 2となる筈であるが, 数値積分の値に

は 0.1%程度の相対誤差が含まれている.
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Scilabにおける数値積分 (4)

• xがベクトルのとき, Scilabのsin(x)は, xの各成
分に sinを適用したベクトルを返す. 例えば, x =
(x1, x2, x3)ならsin(x) = (sin(x1), sin(x2), sin(x3))
となる (x1から x3までは適当な数値).

• 自分で関数を定義する場合には, 関数が上記のよ
うにふるまうように定義するか, for文などを適
用することにより, 関数値のリストを自分で作る
必要がある.
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Scilabにおける数値積分 (5)

こうしても先ほどと同じ.
x=0:0.1:%pi;

v=inttrap(x,sin(x));

function y=f(x)

y=x^2+1

endfunction

x=0:.1:1;

v=inttrap(x,f(x));

自分で関数を定義すると
きには注意が必要. たと
えば, このようにすると,
「この構文は次期バージョ
ンで廃止予定」という警
告が出る.
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Scilabにおける数値積分 (6)

function y=f(x)

y=x.^2+1

endfunction

x=0:.1:1;

v=inttrap(x,f(x));

このようにすれば警告は
出ない. 見にくいが,
x.^2という記法で, 成分
ごとの 2乗であることを
明示的に指定している.
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function y=f(x)

y=x^2+1

endfunction

x=0:.1:1;

y=[];

for i=1:length(x)

y=[y f(x(i))];

end

v=inttrap(x,y);

関数の定義が変数がベク
トルの場合向けにうまく
書き換えられないときに
は, このように for文を
使って関数値から成るベ
クトルを作ればよい.
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Scilabにおける数値積分 (8)
⊲ スプライン補間による数値積分

• スプライン補間による積分をおこなう関数は
intsplin. 使い方は inttrapと同じ.

• 先と同様に, 横軸を 0から πまで 0.1刻みで
動かし, inttrapで

∫ π

0
sin xdxを計算する例

を次に示す.
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Scilabにおける数値積分 (9)
実行例 結果

x=0:0.1:%pi;

y=sin(x);

v=intsplin(x,y);

-->v

v =

1.9991349

∫ π

0
sin xdx = 2となる筈であるが, 数値積分の値に

は 0.04%程度の相対誤差が含まれている.
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Scilabにおける数値積分 (10)
⊲ Gauss型公式

• ScilabでGauss型公式 (21点Gauss-Kronrod則)
によって積分を計算する関数は intgであるが, こ
の使い方はあまり直感的でない.

• 関数 integrateは, intgに使いやすいユーザイ
ンターフェースを提供しているので (内部では各
区間に対して intgを使っている), こちらを使う
とよい.
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Scilabにおける数値積分 (11)

• integrateは, inttrapや intsplinと異な
り, 積分したい関数の値ではなく被積分関数
そのものを第一引数として要求する. 第二引
数は被積分関数の変数である. 第三引数は積
分の下限であるが, 第四引数には積分の上限
をならべたベクトルである.
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Scilabにおける数値積分 (12)

• 仮に, 被積分関数を f, 第三引数を sとする.

• 第四引数にスカラー (仮に tとする)を与えると,

integrateは
∫ t

s

f(x)dxを計算する.

• 第四引数にベクトル (仮に t = (t1, t2, . . . , tn)と

する)を与えると, integrateは
∫ ti

s

f(x)dxが格

納されたベクトルを返す.
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Scilabにおける数値積分 (13)

• 第一引数の被積分関数と第二引数は数値ではなく
文字列であり, 引用符’’で括って文字列であるこ
とを明示しなければならない.

• 以下に, integrateで
∫ π

0 sinxdxを計算する例と,
∫ tk
0 sin(x)dx (ただし tk = kπ/2, 1 ≤ k ≤ 4)を計
算する例を示す.
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実行例 v=integrate(’sin(x)’,’x’,0,%pi);

結果
-->v

v =

2.

実行例
t=%pi/2*(1:4);

v=integrate(’sin(x)’,’x’,0,t);

結果
-->v

v =

1. 2. 1. - 2.220D-16
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微分 (1)

• 関数を数値的に微分するもっとも簡単な方法

は,差分近似,すなわちf ′(x) ≃
f(x+ h)− f(x)

h
とすること. これを前進差分近似という.

• f ′(x) ≃
f(x+ h)− f(x− h)

2h
とする方法も

ある. これを中心差分近似という.
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微分 (2)

• 微分の近似値をDfとする. Df(x) = f ′(x)+

O(hp)となっているとき, Dfは p次の精度を
持つという. http://web.stanford.edu/~fringer/

teaching/numerical_methods_02/handouts/lecture4.pdf

O(hp)は Landauの記号 (杉浦, 解析入門 Iな
どを参照.
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微分 (3)

• 前進差分近似は 1次, 中心差分近似は 2次の
精度である. より高い次数の公式を作ること
もできる.

• 関数の評価値に誤差が含まれる場合 (測定実
験などで関数値を得ていて値に雑音が含まれ
る場合など)には, 差分近似は誤差の影響を
大きく受けるので, 注意が必要である.
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微分 (4)

• スプライン補間をおこない, 補間多項式の微分を
微分の推定値とする方法もある.

• 平滑化フィルタによって雑音 (と思われるもの)を
除去してから数値的な微分をおこなうこともある.

• 合成関数の微分の手続きを利用して微分を計算す
る高速微分という方法もある (詳細は略, 興味が
ある者は [杉原, 室田]を参照).
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Scilabにおける微分 (1)

• 数値微分を計算するには関数 numderivativeを
使う (有限差分近似).

• 第一引数は関数名, 第二引数は微分を評価する点,
あるいはそれをまとめたベクトルである.

• 第三引数 (オプション)で刻み幅を指定できる.

• 第四引数 (オプション)には精度に関する次数を
指定する. デフォルトは 2で, これ以外に 1と 4
が選択可能である.
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Scilabにおける微分 (2)

• 第一引数には関数名を引数なしで指定する. 第二
引数がスカラーの場合には numderivativeは単
純にその点における導関数値の推定値を返すが,
第二引数がベクトルのときには, numderivative
は関数が第二引数と同じ型のベクトル値関数と解
釈してその Jacobi行列を返す. 後者の挙動は直
観に反することがあるので注意が必要である.

• 以下に例を示す.
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実行例 v=numderivative(sin,%pi);

結果
-->v

v =

- 1.

実行例 v=numderivative(sin,[%pi 2*%pi]);

結果

-->v

v =

- 1. 0.

0. 1.
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Scilabにおける微分 (4)

• 上記の例の前半は素直な結果だが, 後半で行列が
返されるのが不可解に見える.

• このように書いた場合, Scilabは,
f(x) = (sin(x1), sin(x2)), x = (x1, x2)と解釈し,
∂f

∂x
=

(

cos x1 0
0 cosx2

)

を第二引数の点で数値的

に評価した値を返す (らしい).
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