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正則関数 (1) (p.74)

定義 3.1 (1) Dを複素平面の領域 (弧状連結
な開集合), f(z)をDで定義された複素関数, α ∈
Dとする. 極限

lim
z→α

f(z)− f(α)

z − α

が定まるとき, f(z)はαで微分可能であるという.
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正則関数 (2) (p.74)

定義 3.1 (2) 極限値 lim
z→α

f(z)− f(α)

z − α
を f(z)

の αにおける微分係数といい,

f ′(α) または
df

dz
(α)

とあらわす.
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• 微分の定義をする際には,定義域Dが開集合
であることが一定の役割を果たしている.

• Dにはαを中心とするある開円板が含まれる
ので, zは αに, 色々な方向から, 色々な仕方
で, 近付くことができる.
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• 微分可能性の定義は,極限値 lim
z→α

f(z)− f(α)

z − α
が, z の αへの近付き方によらず, 同一の値
f ′(α) となるということを要求している.

• zが αに近付く仕方には無数のバリエーショ
ンがあるので,「同じ極限値 f ′(α)に収束」と
いうのは, 実関数の微分可能性と比べて厳し
い条件になっている.
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α

zが動く経路 (1)

zが動く経路 (2)

zが動く経路 (3)

どの経路でも
f(z)− f(α)

z − α
の極限は同じ!
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正則関数 (3) (p.75)

定義 3.2 (1) 領域Dで定義された関数 w =

f(z)が D のすべての点で微分可能であるとき,

f(z)はDで正則であるという. 正則な関数のこ
とを正則関数という.
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正則関数 (4) (p.75)

定義 3.2 (2) Dの各点αに f ′(α)を対応させ
る規則, すなわちD ∋ α 7→ f ′(α) ∈ C はDで定
義された関数であるが, この関数を fの導関数と
いい,

f ′(z),
df

dz
(z),

dw

dz

などのように表す.
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正則関数 (5) (p.75)

定義 3.2 (3) 複素平面全体で正則な関数を整
関数と呼ぶ.

• 導関数の変数 zは省略されることがあるので
混乱しないよう注意せよ.
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正則関数 (6) (p.75)

• f ′(z)の導関数を f(z)の第 2次導関数といい,

f ′′(z),
d2f

dz2
(z)などと書く.

• f(z)の第 n次導関数を f (n)(z),
dnf

dzn
(z) など

と書く. これは, f (n−1)(z)の導関数として定
義される (帰納的な定義).
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正則関数 (7) (p.75)

注意 3.2 関数 f(z)の定義域Eが領域でない
とき, f(z)がEにおいて正則であるとは, Eを含
むある領域Dが取れ, f(z)がDにおいて微分可
能であることをいう. 特に, f(z)が z0で正則で
あるとは, f(z)が z0のある近傍で微分可能であ
ることをいう.
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正則関数 (8) (p.76)

定理 3.1 関数f(z)がDで微分可能なら, f(z)

はDで連続である.
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正則関数 (8) (p.77)

定理 3.2(1) f(z), g(z)がDで正則なら,

• 線形結合 αf(z) + βg(z) (α, β ∈ C)

• 積 f(z)g(z)

• 商 f(z)/g(z) (ただし g(z) 6= 0)

は正則. これらの導関数は…
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正則関数 (8) (p.77)

定理 3.2(2)

• (αf + βg)′(z) = αf ′(z) + βg′(z),

• (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z),

•
(
f

g

)′
(z) =

f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

g2(z)
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• 定理 3.2の証明は実数値関数と同様 (省略)

• 実数値関数に関する証明は 杉浦光夫, 解析入
門 I, 東京大学出版会, 1980, p.85 を参照

• 複素関数に関する証明は, 小平邦彦, 複素解
析, 岩波書店, 1991, pp.14∼15 を参照
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正則関数 (9)

公式

(αf + βg)′(z) = αf ′(z) + βg′(z)

(fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)
(
f

g

)′
(z) =

f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

g2(z)
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正則関数 (10) (p.77)

定理 3.3 f(z) が z0 で微分可能で, g(w) が
w0 = f(z0)で微分可能であるとき,

(g ◦ f)(z)は z0で微分可能で,

(g ◦ f)′(z0) = g′(w0)f
′(z0)

となる.
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• 教科書と書き方を変えてあるが言っているこ
とは同じ

• 証明は前述の杉浦, 小平の教科書を参照
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正則関数 (11)

• f(z) = zは Cにおいて微分可能である. (理

由: ∀α, lim
z→α

f(z)− f(α)

z − α
= lim

z→α

z − α

z − α
= 1)

以上の計算から, z′ = 1であることもわかる.
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正則関数 (12)

• f(z) = α (定数関数)としたとき, f(z)は微
分可能で, f ′(z) = 0である. (理由: 定義 3.1

に f(z) = αを代入すると分子は常に零)
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正則関数 (13)

• 定理 3.2より, f(z) = α0 + α1z + · · ·+ αnz
n

は微分可能である.

• 定理 3.2より, f(z) = α0 + α1z + · · ·+ αnz
n,

g(z) = β0 + β1z + · · · + βmz
m としたとき,

g(z) 6= 0を満たすCの点において
f(z)

g(z)
は微

分可能である.
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正則関数 (14) (p.78)

• 定理 3.2と数学的帰納法から, n ∈ Nに対し
て (zn)′ = nzn−1.

• z 6= 0のとき, znz−n = 1の右辺を微分すると
(znz−n)′ = 0, 左辺を微分して定理3.2を使う
と, (znz−n)′ = nzn−1z−n + zn(z−n)′. よって,

(z−n)′ = −nz−(n+1).
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正則関数 (15)

• f(z) = u(x, y) + iv(x, y)とする, , ,

• f が正則なら uと vは実数値関数の意味で微
分可能であるが…

• uと vは実数値関数の意味で微分可能であっ
ても f は正則とは限らない (コーシー・リー
マンの方程式 (後述)が必要)
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正則関数 (16)

• 先ほどの説明と関係するのが例 3.3

• 各自で読んでおくこと.
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コーシー・リーマンの方程式 (1)

定義 2変数実数値関数 u(x, y)が点 (a, b)で微
分可能であるとは, ある (c1, c2)が存在し,

u(x+ h, y+ k)− u(x, y) = c1h+ c2k+ ε(h, k) か

つ lim
(h,k)→(0,0)

ǫ(h, k)√
h2 + k2

= 0 となることをいう. こ

のとき, (c1, c2)をu(x, y)の (a, b)における微分係
数といい, u′(a, b)と書く.
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コーシー・リーマンの方程式 (2)

定理 2変数実数値関数 u(x, y)が点 (a, b)で微
分可能であるとき,

u′(a, b) =

(
∂u

∂x
(a, b),

∂u

∂y
(a, b)

)

となる.
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• 教科書 80ページ命題 3.2.1は定義抜きで記載
されていているが, 上記では定義と定理を分
離して書いた.

• 上記定理については杉浦光夫,解析入門 I,東
京大学出版会, 1980, pp.120∼121参照)
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コーシー・リーマンの方程式 (3)

定理 3.4 領域 D で定義された関数 f(z) =

u(x, y)+ iv(x, y)がα = a+ ibにおいて微分可能
であるための必要十分条件はu(x, y)と v(x, y)が
(a, b)において微分可能で, かつコーシー・リー

マンの方程式:
∂u

∂x
=

∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
を満たすこ

とである.
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コーシー・リーマンの方程式 (4)

• コーシー・リーマンの方程式のことをコー
シー・リーマンの関係式ともいう.

• コーシー・リーマンの方程式は複素解析で重
要なので, 証明を丁寧に追うことにする.
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定理 3.4の証明 (1-1) f(z)が αで微分可能で
あると仮定する. f ′(α) = c+ diとすると,

(u+ iv)(a + h, b+ k)− (u+ iv)(a, b)

= (c+ di)(h+ ik) + (ε1(h, k) + iε2(h, k))

となる.
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定理 3.4の証明 (1-2) 実部と虚部に分けると,

u(a+ h, b+ k)− u(a, b) = (ch− dk) + ε1(h, k)

v(a+ h, b+ k)− v(a, b) = (dh+ ck) + ε2(h, k)

となる.
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定理 3.4の証明 (1-3) (1-2)の式は uおよび v

の微分可能性の定義と一致するので, uおよび v

は微分可能であり,

c =
∂u

∂x
(a, b), −d =

∂u

∂y
(a, b)

d =
∂v

∂x
(a, b), c =

∂v

∂y
(a, b)

だから, コーシー・リーマンの方程式が満たさ
れる.
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定理 3.4の証明 (2-1) uおよび vが (a, b)で微
分可能で, コーシー・リーマンの方程式を満たす
ものと仮定する.

c =
∂u

∂x
(a, b), −d =

∂u

∂y
(a, b)

d =
∂v

∂x
(a, b), c =

∂v

∂y
(a, b)

とおく.
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定理 3.4の証明 (2-2)

u(a+ h, b+ k)− u(a, b) = ch− dk + ε1(h, k),

v(a+ h, b+ k)− v(a, b) = dh+ ck + ε2(h, k)

で, i = 1, 2に対し, 以下が成り立つ.

lim
(h,k)→(0,0)

εi(h, k)√
h2 + k2

= 0,
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定理 3.4の証明 (2-3) z = (a + h) + i(b + k)

とすると f(z) = u(a+h, b+ k)+ iv(a+h, b+ k)

である. よって,

f(z)− f(α)

= (u(a+ h, b+ k) + iv(a+ h, b+ k))

−(u(a, b) + iv(a, b)

であるが, ここに (2-2)の右辺を代入する.
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定理 3.4の証明 (2-4)

f(z)− f(α) = ch− dk + ε1(h, k)

+i(dh+ ck + ε2(h, k))

= (c+ di)(h+ ik) + ε1(h, k) + iε2(h, k))

である.
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定理 3.4の証明 (2-5) z = (a + h) + i(b + k)

と定義すると, α = a+ ibだったので,

z − α = (h+ ik)

であり, z → αとなるときhと kはともに零に近
付く. そこで, ε(h, k) = ε1(h, k) + iε2(h, k)とお
くと,

lim
z→α

ε(h, k) = 0

である.
37/56



定理 3.4の証明 (2-6) (2-4)と (2-5)をまとめ
ると,

lim
z→α

f(z)− f(α)

z − α
= c+ di

となり, f(z)が αで微分可能であることがわか
る. (証明終)
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• 講義資料では点 α = a + ibにおける微分可
能性について議論していたが,領域Dで関数
f(z)が微分可能であることを示すためには,

Dのすべての点を考える必要がある (αを z

で置き換えて考える). 教科書の記述はこの
スタイルになっている.

• 系 3.1(p.83)は定理 3.4を言い換えているだけ
なので略す.
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• 次に, f の xおよび yに関する偏導関数を考
える.

•
(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
(a, b)を fx(α)と書く

•
(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)
(a, b)を fy(α)と書く
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定理 3.4の証明の記号を使うと, f ′(α) = c + diで
あるが, 一方

c =
∂u

∂x
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b),

d =
∂v

∂x
(a, b) = −∂u

∂y
(a, b)

だったから, 次ページの式が成り立つ (系 3.2).
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f ′(α) =

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
(a, b) = fx(α)

=
1

i

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)
(a, b) =

1

i
fy(α)
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結果を公式の形で纏めておく:

f ′(α) = fx(α) =
1

i
fy(α)
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調和関数 (1) (p.91)

定義 3.3 実変数の 2変数実数値関数 F (x, y)

が連続な 2次偏導関数を持ち,

∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2
= 0

を満たすとき, F (x, y)を調和関数という. また,

上記の方程式をラプラスの方程式という.
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調和関数 (2)

定義 作用素 (演算子)∆を

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

のように定義し, これをラプラスの作用素, ラプ
ラスの演算子あるいは ラプラシアンと呼ぶ.
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デルタ

∆
ギリシア文字 (大文字)
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ラプラスの演算子は変数がいくつの場合でも定義
できる. 3変数のときは

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

であり, 電磁気学ではこの演算子がよく出て来る.

∆のかわりに∇2という記号が使われることもある.
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n変数のときにはラプラスの演算子は

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

である.
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調和関数 (3) (p.91)

定義 3.4 2 個の調和関数 u(x, y) と v(x, y)

がコーシー・リーマンの方程式を満たすとき,

v(x, y)を u(x, y)の共役調和関数といい, u(x, y)

と v(x, y)はたがいに共役な調和関数という.
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調和関数 (4) (p.91)

定理 3.8 z = x+ iyとしたとき, Dにおいて
正則な関数 f(z) の実部を u(x, y), 虚部を v(x, y)

とすると, u(x, y)と v(x, y)はたがいに共役な調
和関数である.
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調和関数 (5) (p.91)
定理 3.8の証明 コーシー・リーマンの方程式
の両辺をさらに偏微分すると確認できる(教科書
91∼ 92 ページ)
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等角写像 (1) (p.94)

定義 3.5(1) 領域 Dで連続な関数 f(z)が i)

z0 を通る滑らかな曲線を f(z0)を通る滑らかな
曲線に写し, ii)点 z0 を通る曲線 C1, C2の f(z)

による像をΓ1,Γ2 としたとき, z0におけるC1の
接線とC2の接線の交わる角度が, f(z0)における
Γ1の接線とΓ2の接線の交わる角度と向きを含め
て一致するとき, f(z)は z0で等角であるという.
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等角写像 (2) (p.94)

定義 3.5(2) Dの各点で f(z)が等角のとき,

f(z)はDで等角であるという. 等角な写像のこ
とを等角写像という.
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ガンマ

Γ
ギリシア文字 (大文字)
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等角写像 (3) (p.94)

定理 3.9 f(z)が z0で正則で f ′(z0) 6= 0なら
f(z)は z0で等角である.
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等角写像は流体力学で用いられることがあるが,電
気電子系ではそれほど使わないので,定義および定
理の紹介に留め, 詳細は略す.
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