
ディジタル制御 第13回

システム同定
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はじめに

• システム同定とは, 制御対象の数学モデルを
定めることをいう. 制御理論それ自体とは趣
が異なるが, モデルベースドコントロールで
は不可欠な工程である.

• 今回の講義では, 参考文献にしたがい, シス
テム同定の導入部分を紹介する.
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• システム同定のためには確率および確率過程
の知識が不可欠であるが, この講義ではこれ
らは既知と仮定する. また, 以下の議論では
因果的な信号およびシステムのみを検討の対
象とし, これについては一々断らない.
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• 伝達関数を取り扱うときには, 前回に引き続
き,独立変数を z−1とする (このようにした方
が因果的なフィルタリングとの相性が良いた
め). また, 伝達関数の分母あるいは分子の係
数をまとめたものをパラメータベクトルと解
釈し, θと書くことがある. G(z−1, θ)などの
標記はこの意味である.
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• y(n) = G(z−1, θ)u(n) という式は, 以下の式
が省略されたものと解釈する.

y(n)

= Z−1
[
G(z−1, θ)Z[(u(n))n∈N]

]∣∣
時刻 n で評価

5/148



• 信号 (u(n))n∈N の 自己相関関数 および信
号 (u(n))n∈N と信号 (y(n))n∈N の相互相関
関数を それぞれ以下によって定義する:

φuu(n, τ) = E[u(n+ τ)u(n)],

φyu(n, τ) = E[y(n+ τ)u(n)].

ただし, E[·]は集合平均である.
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• 以下で自己および相互相関関数が現れるとき
には,対象となる信号とシステムは定常的,す
なわち相関関数がnに依存しないと仮定する.

この仮定の下で, 第一引数を略し,

φuu(τ)

φyu(τ)

などと書く.
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• 信号についてはエルゴード性を仮定する. こ
れは, 信号に関する集合平均を時間平均で置
き換えられるという意味である.
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• これらの仮定の下で, 例えば, 次式が成り立
つ.

φuu(τ) = E[u(n + τ)u(n)]

= lim
K→∞

1

K

K−1∑

k=0

u(k + τ)u(k)
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モデル

• 今まで, 制御対象や補償器などの装置の 伝達
関数表現や 状態空間表現に基づき制御系の
解析と設計について議論してきた.
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• 伝達関数表現も, 状態空間表現も, 物理的実
在としての装置そのものではなく, それを 抽
象化 および 単純化 して数式で (近似的に)

表現したものである.

11/148



• 物理的実在物などを, 特定の目的で, 特定の
観点から,指定した形式で表現したものを,モ
デルと呼ぶ.
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• たとえば, 制御における伝達関数モデルでは
…

⊲ 目的: 制御

⊲ 観点: 入出力関係

⊲ 形式: s, z(あるいは z−1)の有理式
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• 制御には, モデルに基づく モデルベースト制
御 (Model Based Control; MBC)とモデルに
基づかない モデルフリー制御 (Model Free

Control; MFC)がある. 適切に構築された
MBC に基づく制御系は MFC のそれより高
性能であることが見込まれる. 一方で MBC

は MFC より 解析や設計に手間がかかる.
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• モデルを構築することをモデリングと呼ぶ.

モデリングの手法は, 以下の 3種類に大別さ
れる.

⊲ 物理モデリング

⊲ ブラックボックスモデリング

⊲ グレーボックスモデリング
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• 物理モデリング (第一原理モデリング,ホワイ
トボックスモデリングとも呼ばれる) は, 物
理法則などの 対象の挙動を支配する法則か
ら直接モデルを導出する方法である. 精密な
モデルが得やすい一方で, モデルが複雑すぎ
て制御には使いにくいこともある. この手法
を取るためには, 対象の挙動を支配する法則
に関する十分な知識が必要.
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• ブラックボックスモデリングは, 対象の入出
力関係のデータに基づき, 統計的手法によっ
て モデルを導出する方法. 複雑な対象では,

その挙動を支配する法則に関する知見が不十
分なことも多く, そのような場合にこの種の
手法が必要となる. モデルは多くの場合単純
で制御に使いやすい. 実験によるデータ取得
が可能な対象が既に存在することが前提とな
り, 装置自体を設計中の場合には使えない.
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• グレーボックスモデリング は 物理モデリン
グとブラックボックスモデリングを組み合わ
せたもので, 対象の挙動を支配する法則が部
分的にわかっているとき, 既知の部分はその
まま利用し, 未知の部分は実験によって定め
る手法である. 運動方程式によってマニピュ
レータの状態方程式の形を決めてから入出力
関係に基づいて 状態方程式のパラメータを
定めることはこれに該当する.
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• ブラックボックスモデリングとグレーボック
スモデリングの境界は曖昧.
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• 物理モデリングは 個別の物理法則の問題な
ので, この講義ではこれ以上議論しない.
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• 以下では, おもにブラックボックスモデリン
グについて述べる. ただし, その手法の多く
は グレーボックスモデリングにも適用可能
である.
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モデルの分類

• 第 1回で述べた動的システムの分類は その
ままモデルの分類になっている.
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• 別の観点からの分類になるが, その挙動が有
限のパラメータによって特徴付けられるモデ
ルをパラメトリックモデルと呼び, それ以外
をノンパラメトリックモデルと呼ぶ.
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• 伝達関数, 状態空間表現はパラメトリックモ
デルである.

• 周波数特性などの波形自体をモデルと解釈す
ると, ノンパラメトリックモデルになる.

• 人の思考を数式を使わずに表現する思考モデ
ル, システムの特性をブロック線図やフロー
チャートなどの図で表現したグラフモデルも
モデルの一種.
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• 制御におけるモデルに要求されることは…

⊲ 対象の挙動を適切に表現できる

⊲ 制御系の解析と設計に使いやすい

⊲ 不確かさの表現ができる

第一の条件を満たすモデルは複雑になりがち
だが, 第二の条件を満たすためには モデルは
簡単な方がよい. バランスが重要.
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システム同定

• システム同定 とは, ブラックボックスモデ
リング あるいはグレーボックスモデリング
が選択された状況の下で, 対象とする動的シ
ステムの入出力関係の測定値 (多くの場合外
乱が含まれる)を用い, 特定の観点から 対象
と同一と見倣すことができる数学モデルを作
成することをいう.
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• システム同定の理論は, 1入力 1出力線形シ
ステムについてはおおむね完成しており (こ
の講義ではこの部分のみを取り扱う),多入力
多出力線形システムについても相当の研究の
蓄積がある. 一方, 非線形システムの同定は
研究段階.
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• システム同定は時間領域でおこなわれること
も周波数領域でおこなわれることもあるが,

この講義では, 周波数特性の同定を除き, 前
者のみを取り扱う.
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システム同定の手順

• システム同定の手順は以下の通りである. こ
れらの詳細は後で述べる.

1. 準備: ステップ応答や周波数特性を測定
し, 対象の大まかな特徴を把握する.

2. 実験設計: ハードウェア, 入力, サンプ
リング周期等の選定.
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3. システム同定実験: 対象の入出力関係の
データを収集.

4. データの前処理: データの切り出し, 異
常値の除去, フィルタリング等.

5. 構造同定: モデルの形を決める.

6. モデルの同定: データに同定法を適用し
てモデルを決定する.

7. モデルの妥当性の評価.
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実験設計

• このステップでは, ハードウェア, 入力, サ
ンプリング周期等の選定をおこなう. ハード
ウェアの選定については特に述べることはな
いので, 残りの 2点について述べる.
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• 入力の選定では, 対象からなるべく多くの情
報を取得する入力を選定する. 制御における
入力とは役割が異なるので注意.
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• 例として, (u(n))n∈Nを入力, (y(n))n∈Nを出力
とし, 有限長のインパルス応答 (h(n))n=0,...,L

を持つシステム:

y(n) =

L∑

k=0

h(k)u(n− k)

を考える.
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• システム同定では, 入出力の 測定値から

(h(n))n=0,...,L

が一意的に 決定されるように入力を定める
必要がある.
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• n ≥ Lに対し,

θ = (h(0), . . . , h(L))T

u(n, n− L) = (u(n), . . . , u(n− L))

とおく.
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• y(L), . . . , y(L + K)をまとめると, 以下のよ
うになる.




y(L)

y(L+ 1)
...

y(L+K)


 =




u(L, 0)

u(L+ 1, 1)
...

u(L+K,K)


 θ

36/148



• 右辺左側の行列をΦ(K)とする. 同定が可能
であるためには, Φ(K)がフルランクである
ことが必要かつ十分である.
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• k ≥ lに対し, u(k, l) = (u(k), . . . , u(l))とし,

Φ(M,n) =




u(M − 1, 0)
...

u(M + n− 1, n)




とする.
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• 同定の可否に関連し, PE条件と呼ばれる条
件を述べる.

lim
n→∞

1

n
ΦT (M,n)Φ(M,n)

が正定となることを次数M のPE条件と言
う. M が同定すべきパラメータ数以上であ
ることが同定が可能であるための必要条件で
ある.
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• 実用上は, 同定のための入力には, 擬似乱数
を用いた 2値信号が用いられることが多いが,

正弦波などが用いられることもある.
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• サンプリング周期の選定の仕方には厳密な規
則はない. 次ページに目安を列挙する. 十分
短かいサンプリング周期でデータを収集し,

事後のデータ処理でサンプリング周期を変更
する手法が取られることもある.
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目安 1 準備の時点で測定した周波数特性を
用い, そのバンド幅 (ゲインが定常ゲイ
ンの 1/

√
2となる角周波数)の 10倍程度

とする.
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目安 2 対象のステップ応答が定常応答の95%

に到達する時刻を T95, サンプリング周
期を TSとしたとき,

1

15
T95 ≤ Ts <

1

4
T95

のように TSを選ぶ.
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システム同定実験

• システム同定実験は, 個別の対象に 事前に選
定した入力を適用してデータを収集する実験
である. ここがもっとも大変な工程であり,手
間と費用がかかる上, 安全に関する配慮も必
要であるが,一般論として述べることはない.
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データの前処理

• モデルの同定はデータに基づいて行なわれる
が,モデルの有用性を高めるために,データに
何らかの前処理を施すことが一般的. ただし,

恣意的なデータの処理によって問題が発生す
るリスクもあるため, 注意を要する工程でも
ある. 科学倫理的な観点から前処理 (の一部)

が許容されない状況もあり得るので注意.
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• 前処理の際には, まずデータに関する時間領
域および周波数領域のグラフを描画し, 全体
的な傾向を把握した上で, 必要があればデー
タに手を加える (すべてを必ず実施するとい
うわけではない).
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• 時間領域における典型的な処理は, 異常値の
除去, 欠損データの補間, データの切り出し,

スケーリングである. これらの意味は…
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⊲ 異常値 (外れ値, アウトライアーとも呼
ぶ)は, データの全体的な分布から極端
に外れたデータを指す実用上の概念. 少
数の異常値によってモデルのパラメータ
が大きく影響を受けることがあるので,

除去が望ましいが,恣意的なデータの加
工とならないよう注意する必要がある.
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⊲ 欠損データとは,データが欠落している
部分のことを言う. これは, 通信障害な
ど様々な原因で発生する. 典型的な対処
は補間である.
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⊲ データの切り出しは,時系列データの一
部を抽出して利用することをいう. 異常
値や欠損データない箇所を切り出すこ
ともあれば,外乱の影響が少ないと思わ
れる箇所など条件が良い箇所を切り出
すこともある.
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⊲ スケーリングとは,入力と出力のどちら
か一方の値を全体的に拡大ないし縮小
することをいう. 入力と出力は一般に異
なる物理量で,それらが取る値の範囲が
大きく異なることがあるが,これは同定
に悪影響を与える. そこで, 入力と出力
が同程度の範囲に分布するように片方
を拡大あるいは縮小するのがこの処理
である.
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• 周波数領域における典型的な処理は, 低周波
および高周波外乱の除去と,サンプリングレー
トの変換. 高周波外乱の除去が必要であるこ
とは自明であろうが,低周波側でも,センサの
物理的特性などが原因となる定数あるいは緩
やかに変動する外乱が含まれることがあり,

外乱の除去が必要となる. 低域通過フィルタ
と高域通過フィルタの組み合わせなどによっ
て実現できる.
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事前に高いサンプリング周波数でデータを取
ってから 制御の目的に合わせてサンプリン
グ周波数を変換することもある. このための
処理をデシメーションと呼ぶ. デシメーショ
ンはディジタル信号処理の範疇なので, この
講義ではこれ以上述べない.
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構造同定

• このステップでは, まずノンパラメトリック
モデルを用いるかパラメトリックモデルを用
いるかを選択する. 前者を選択した場合はこ
こで終了. 後者を選択した場合は, 更にモデ
ルの構造と次数を選択する.
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• パラメトリックモデルには, 非線形あるいは
多入力多出力システムまで含めると, 多くの
バリエーションがあるが,この講義は, 1入力
1出力離散時間線形時不変システムで用いら
れる代表的なモデルの紹介に留める.
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• 1入力といっても, 実は外乱も入力の一種な
ので (ただし値は未知), 外乱と同定用の入力
の対象への影響を分けて考える必要がある.
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• (ν(n))n∈Nを期待値零の白色雑音とし,システ
ムに印加される外乱 (w(n))n∈N は (ν(n))n∈N
を以下のフィルタに通したものとする:

A(z−1) = 1 + a1z
−1 + · · ·+ aNz

−N ,

C(z−1) = 1 + c1z
−1 + · · ·+ cLz

−Lとして,

w(n) =
C(z−1)

A(z−1)
ν(n).
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• システム同定の分野では, 大抵の場合, A(z−1)

とC(z−1)の定数項を 1と仮定する (上式の赤
字の部分).
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• 上述のモデルは, 更に以下の 3種類に分類さ
れる.

⊲ ARモデル C(z−1) = 1であるもの.

⊲ MAモデル A(z−1) = 1であるもの.

⊲ ARMAモデル それ以外
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• ARは Auto Regressive, MA は Moving Av-

erageの略である. MAモデルの形のフィルタ
を, インパルス応答が有限時間で零に収束す
るので, Finite Impulse Response (FIR)フィ
ルタと呼ぶことが多い. また, ARモデルあ
るいは ARMAモデルの形のフィルタを, イ
ンパルス応答が無限時間持続するという意味
で, Infinite Impulse Response (IIR)フィルタ
と呼ぶことが多い.
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• システム同定で用いる典型的な同定モデルは,

上述のARモデルや ARMAモデルに同定用
の外生入力を印加したもので, ARXモデル,

ARMAXモデルと呼ばれる. 文字 Xは外生
入力 (eXogenous input)を表している. より
一般的な Box-Jenkinsモデルと呼ばれるも
のが用いられることもある (後述). また, 外
乱入力 (ν(n))n∈Nをフィルタに通さない出力
誤差モデルとFIRモデルもある (後述).
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• 外生入力 u(n)と外乱 ν(n)が印加された同定
モデルの (出力を y(n)とする)の一般形は以
下の通り.

y(n) = G(z−1, θ)u(n) +H(z−1, θ)ν(n).

62/148



• 以下では, 伝達関数の形に基づいてこれらを
分類するのだが,まずそのための準備をする.
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• 伝達関数 G(z−1, θ)は

G(z−1, θ) =
B(z−1)

A(z−1)

のように書かれているものとする.
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• 伝達関数 H(z−1, θ)は

H(z−1, θ) =
C(z−1)

D(z−1)

のように書かれているものとする.
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• これから述べる分類は, C(z−1)とD(z−1)の
取り方に応じたものである.
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• パラメータ θは, A(z−1), B(z−1), C(z−1)お
よびD(z−1)の係数である.
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• システム同定の分野では, 通常は, G(z−1, θ)

に直達項がない場合のみを取り扱う. このた
め, 多くの場合, B(z−1)は,

B(z−1) = b1z
−1 + · · · bMz−M

のように取られる. z0の項がないことが直達
項がないことを意味している.
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• 伝達関数の分母多項式の最高次の係数は1で
あるものとする.
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• 先に述べた一般形は, H(z−1, θ)の分子および
分母多項式の形に応じて, 以下の 5種類に分
類される.
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ARXモデル

G(z−1, θ) =
B(z−1)

A(z−1)
, H(z−1, θ) =

1

A(z−1)
ARMAXモデル

G(z−1, θ) =
B(z−1)

A(z−1)
, H(z−1, θ) =

C(z−1)

A(z−1)
Box-Jenkinsモデル

G(z−1, θ) =
B(z−1)

A(z−1)
, H(z−1, θ) =

C(z−1)

D(z−1)
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出力誤差モデル

G(z−1, θ) =
B(z−1)

A(z−1)
, H(z−1, θ) = 1

FIRモデル
G(z−1, θ) = B(z−1), H(z−1, θ) = 1
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• 出力誤差モデルと FIR モデルは それぞれ
Box-Jenkinsモデルと ARXモデルの特別な
場合.
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• ARモデルとARXモデルの比較

ARモデル
1

A(z−1)

ARXモデル
1

A(z−1)
B(z−1)

ν(n)

y(n)

y(n)
u(n) +

ν(n)

+
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• ARMAモデルとARMAXモデルの比較

ARMAモデル C(z−1)
1

A(z−1)

ARMAXモデル C(z−1)
1

A(z−1)

B(z−1)

y(n)

y(n)

ν(n)

ν(n)

u(n)

+

+
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• ARXモデルを差分方程式で書き直すと,

y(n) + a1y(n− 1) + · · ·+ aNy(n−N)

= b1u(n− 1) + · · ·+ bMu(n−M) + ν(n)

となる. これを一般化して, 差分方程式に 外
乱が直接加算されているモデルを, 式誤差モ
デルと呼ぶことがある.
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• 入力誤差モデルと呼ばれるものが用いられる
こともある (詳細略).
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• 上記以外にも様々なモデルがあり, また状態
空間モデルが用いられることもあるが, この
講義では説明を省略する.

78/148



• 実は, 構造同定とモデルの同定は 以下のよう
なループになっていると考えられる.

構造決定 モデルの同定 モデルの評価
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• 上記のループのように作業を進める場合, 単
純なモデルから始めて, 必要に応じてモデル
を複雑にするのが良いとされる. 十分良いモ
デルが得られたらループを抜ける.
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• モデルの次数の決定には, Akaike’s Infor-

mation Theoretic Criterion (AIC) など
の基準が用いられるが, この講義では名前を
挙げるのみに留める.
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モデルの同定

• 以下では, ノンパラメトリックモデルおよび
パラメトリックモデルの同定について述べる.

前者では, 外乱を含んだデータから 対象のイ
ンパルス応答あるいは周波数特性を推定する.

後者では,選択されたモデルのパラメータを,

実験データに適合するよう定める.
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ノンパラメトリックモデルの同定
§インパルス応答の同定

• 以下のシステムのインパルス応答の同定につ
いて述べる. エルゴード性と定常性が仮定さ
れていることに注意.

y(n) =

∞∑

k=0

g(k)u(n− k) + ν(n).
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• 同定用の入力 (u(n))n∈Nとしては次の性質を
持つものを選択する.

φuu(τ) =

{
σ2
u τ = 0,

0, それ以外
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• (u(n))n∈Nと (ν(n))n∈Nは無相関と仮定する.

以上の仮定のもとで…
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φyu(τ)

= E

[( ∞∑

k=0

g(k)u(n+ τ − k) + ν(n+ τ)

)
u(n)

]

=
∞∑

k=0

g(k)φuu(τ − k) = g(τ)σ2
u
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• したがって,

g(τ) =
φyu(τ)

σ2
u

ただし, 相互相関関数は有限和で近似する.

φyu(τ) ≃
1

K

K−1∑

k=0

y(k + τ)u(k)
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• σ2
uについては既知の筈であるが…
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• 上記と同じ形の近似を用いて,

σ2
u ≃ 1

K

K−1∑

k=0

u2(k)

としてもよい. この場合,

g(τ) ≃
∑K−1

k=0 y(k + τ)u(k)∑K−1
k=0 u2(k)

となる.
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§周波数特性の同定

• 周波数特性を同定するもっとも素朴な手段は,

入力を正弦波とし, その周波数を変えながら
出力を測定すること. 簡単だが外乱には弱い.
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• 相関関数を使うと, より雑音の影響を受けに
くい同定ができる. 以下の式を再度用いる.

φyu(τ) =

∞∑

k=0

g(k)φuu(τ − k)
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• φuu(τ)とφyu(τ)の離散フーリエ変換をΦuu(e
jω)

とΦyu(e
jω)とすると,

Φyu(e
jω) = G(ejω)Φuu(e

jω).
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• φuu(τ)と φyu(τ)を有限の時間平均で近似し
たものを φ̂uu(τ)と φ̂yu(τ)とし, これらの離
散フーリエ変換を Φ̂uu(e

jω)と Φ̂yu(e
jω)とす

ると, 以下の分母が零でなければ,

G(ejω) ≃ Φ̂yu(e
jω)

Φ̂uu(ejω)
.
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パラメトリックモデルの同定

• パラメトリックモデルでは,過去の入出力デー
タと y(n) = G(z−1, θ)u(n) + H(z−1, θ)ν(n)

に基づき時刻 nにおける出力を推定し, それ
を実際の出力と比較することで, パラメータ
を同定する手法が標準的で, 推定誤差の分散
を小さくする予測誤差法と推定誤差を過去の
データと無相関にする相関法に大別される.

94/148



• この講義では, 相関法については説明を省略
し, 予測誤差法のみについて説明する.
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§予測誤差法

• 先に述べたモデルの分類において, H(z−1, θ)

およびH−1(z−1, θ)は安定で,

H(z−1, θ)
∣∣
z=∞ = 1,

(ν(n))n∈Nは期待値零, 分散 σ2の白色雑音と
する.
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• 出力の推定とは, 過去の入力 (u(k))k<nと出
力 (y(k))k<nから現在の出力y(n)を推定する
という意味で, 1段先予測と呼ばれる. 以下
でこれを導出する.
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• ここで言う予測は, セルフチューニングコン
トロールの分野で用いられるρステップ予測
器とは違う言葉使いなので注意. システム同
定の分野ではこのような呼び方が一般的.
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• 当面はパラメータ θを既知とし, この条件の
下で時刻 nにおける出力 y(n)を過去のデー
タから推定する問題を考える.
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• k < nであれば,

ν(k) = H−1(z−1, θ)
(
y(k)−G(z−1, θ)u(k)

)

なので, ν(k)は過去のデータから計算できる.

• ν(n)は未知である.
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• H(z−1, θ)
∣∣
z=∞ = 1と仮定したから,

H(z−1, θ) = 1 + h1z
−1 + h2z

−2 + · · ·

のように展開され, 最初の項は 1である.
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• よって,

(H(z−1, θ)− 1)ν(n)

は過去の外乱 ν(k) (k < n)の線形結合であ
り, 既知である.
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• 未知の ν(n)を零とおいた推定値 (これが 1段
先予測された値)を ŷ(n|n− 1, θ) とすると,

ŷ(n|n− 1, θ) = G(z−1, θ)u(n)

+ (H(z−1, θ)− 1)ν(n)

= G(z−1, θ)u(n)

+ (H(z−1, θ)− 1)

·H−1(z−1, θ)
(
y(n)−G(z−1, θ)u(n)

)
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• 以上を整理すると, 次の 1段先予測が得られ
る:

ŷ(n|n− 1, θ) =
(
1−H−1(z−1, θ)

)
y(n)

+H−1(z−1, θ)G(z−1, θ)u(n).
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• ε(n|θ) = y(n) − ŷ(n|n − 1, θ)と定義して先
の式を代入すると, 以下のようになる.

ε(n|θ)
= H−1(z−1, θ)

(
y(n)−G(z−1, θ)u(n)

)
.

(⋆)
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• 予測誤差法では,損失関数 l(ε(n|θ))と呼ばれ
る関数を定義し, あるK > 0に対し, 以下の
VK(θ) を最小とするパラメータ θを求める.

VK(θ) =
1

K

K−1∑

n=0

l(ε(n|θ))
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• 損失関数は ε(n|θ) の影響を評価するための
関数で, 理論的には何でもよいが, 実用上は,

l(ε(n|θ)) = ε2(n|θ) (♯)

がよく用いられる.

• Kは PE条件を参考にして定める.

107/148



• 上述の
VK(θ)

を損失関数と呼ぶ流儀もあるので注意.
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• 以下では, 損失関数として, つねに (♯) を用
い, パラメータ推定問題を,

VK(θ) =
1

K

K−1∑

n=0

ε2(n|θ) (♭)

に関する最小化問題に帰着させる.
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• ARXモデルのパラメータ推定: 予測誤差
法によってARXモデルのパラメータを推定
する方法について述べる.
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• ARXモデルでは,

G(z−1, θ) =
B(z−1)

A(z−1)

H(z−1, θ) =
1

A(z−1)

であった.

111/148



• 先に述べた式

ε(n|θ)
= H−1(z−1, θ)

(
y(n)−G(z−1, θ)u(n)

)
.

にこれを代入すると,

ε(n|θ) = A(z−1)y(n)−B(z−1)u(n) (♥)

となる.
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• 以下のように定義すると…

θ = (a1, . . . , aN , b1, . . . , bM)T

ξ(n) = (−y(n− 1), . . . ,−y(n−N),

u(n− 1), . . . , u(n−M))

• 次ページの式が得られる.
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


ε(n|θ)
...

ε(n+K − 1|θ)




=




y(n)
...

y(n+K − 1)


−




ξ(n)
...

ξ(n+K = 1)


θ.
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• 前ページの式右辺第 1項のベクトルを η, 右
辺第 2項左側の行列をΞとする.
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• 最小化すべき関数は

VK(θ) =
1

K

K−1∑

n=0

(ε(n|θ))2

であったが, 先の記法を用いると,

VK(θ) =
1

K
(η − Ξθ)T (η − Ξθ)

となる.
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• これを最小化するためには,

∂VK

∂θ
= 0

を θについて解けばよい.
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• ∂VK

∂θ
= − 2

K
(η −Ξθ)TΞだから, これを零と

する θは ΞTΞθ = ΞTηの解, すなわち

θ =
(
ΞTΞ

)−1
ΞTη

である. 上式右辺の行列が可逆であることが
同定が可能であるための十分条件である.
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• この方程式 (あるいは類似した形のもの)を正
規方程式と呼ぶ.
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• FIRモデルのパラメータ推定: 予測誤差法
によってFIRモデルのパラメータを推定する
方法について述べる.

120/148



• FIRモデルはARXモデルの特別な場合なの
で, ARXモデルに対するパラメータ推定の方
法がそのまま使える.
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• ARXモデルのパラメータ θからA(z−1)の定
数項以外の係数を除き, ξ(n)から過去の出力
の系列の部分を除いた上で,

θ =
(
ΞTΞ

)−1
ΞTη

とすればよい.
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• ARMAXモデルのパラメータ推定: 予測
誤差法によって ARMAXモデルのパラメー
タを推定する方法について述べる.

• 再び以下の式を用いる.

ε(n|θ)
= H−1(z−1, θ)

(
y(n)−G(z−1, θ)u(n)

)
.
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• (⋆)に

G(z−1, θ) =
B(z−1)

A(z−1)

H−1(z−1, θ) =
C(z−1)

A(z−1)

を代入すると…

124/148



• ARMAXモデルでは,

ε(n|θ) = A(z−1)

C(z−1)
y(n)− B(z−1)

C(z−1)
u(n) (♦)

となる.
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• 前ページの式を用い,

VK(θ) =
1

K

K−1∑

n=0

ε2(n|θ)

に関する最小化問題を解くことにより, パラ
メータ推定値が得られるのだが, ARXモデ
ルと異なり, これは非線形計画問題になって
いる.
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• 上述の問題は一般に解析的には解けないので,

非線形計画問題の数値解法を用いて近似解を
得る必要がある.
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• この講義では非線形計画法には立ち入らない.

詳細については [片山 (1994)]を参照せよ.
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• 出力誤差モデルのパラメータ推定: 予測誤
差法によって出力誤差モデルのパラメータを
推定する方法について述べる.
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• 出力誤差モデルでは,

G(z−1, θ) =
B(z−1)

A(z−1)

H(z−1, θ) = 1

であった.
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• 先に述べた式

ε(n|θ)
= H−1(z−1, θ)

(
y(n)−G(z−1, θ)u(n)

)
.

にこれを代入すると…
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• 出力誤差モデルでは,

ε(n|θ) = y(n)− B(z−1)

A(z−1)
u(n) (♣)

となる.
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• 前ページの式を用い,

VK(θ) =
1

K

K−1∑

n=0

ε2(n|θ)

に関する最小化問題を解くことにより, パラ
メータ推定値が得られるのだが, ARMAXモ
デルと同様に, これは非線形計画問題になっ
ている.
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• したがって, この形でパラメータを推定する
場合には,非線形計画法のアルゴリズムによっ
て数値的な近似解を求める必要がある.

134/148



• 一方, 別の解法として, 外乱を無視すれば,以
下に述べるように, ARXモデルと同様に 最
小二乗法によってパラメータ推定値を得るこ
とができる. これについても述べておく.
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• y(n) =
B(z−1)

A(z−1)
u(n) + ν(n) において, 機械的

に ν(n) = 0とおくと,

A(z−1)y(n) = B(z−1)u(n)

となる.
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• 以下のように定義すると…

θ = (a1, . . . , aN , b1, . . . , bM)T ,

ξ(n) = (−y(n− 1), . . . ,−y(n−N),

u(n− 1), . . . , u(n−M))
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• 以下の式が得られる.




y(n)
...

y(n+K − 1)


 =




ξ(n)
...

ξ(n+K − 1)


 θ.

• 上式右辺のベクトルをη, 右辺右側の行列を
Ξとする.
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• 前ページの式は,

η = Ξθ

と書き直せる.
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• よって,

VK(θ) = (η − Ξθ)T (η − Ξθ)

とし, VK(θ)を最小化することで, パラメー
タ推定値が得られる.
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• これはARモデルのパラメータ推定と同じ形
であり, よって解も同じで.

θ =
(
ΞTΞ

)−1
ΞTη

となる.
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• 上述の方法は簡単ではあるが, ARモデルと
異なり, 得られる推定値は統計的には良い性
質を持たない (詳細は略す).
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モデルの妥当性の評価

• モデルの妥当性の評価では, まず極と零の位
置をチェックする. 極と零点が近い位置にあ
る場合には, モデルの次数が高すぎるという
懸念がある.
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• 次に, 以下の式で定義される量 (残差と呼ば
れる)を用いてモデルの妥当性を調べる.

H(z−1, θ)−1(y(n)−G(z−1, θ)u(n))

同定がうまくいっている場合には, 残差が白
色かつ入力と独立になっている筈である. そ
うでない場合には再検討が必要.
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• モデルが妥当であると判断されれば, システ
ム同定に係る一連の手順は終了. そうでない
場合には, 構造同定のステップに戻って作業
をやり直す.
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• システム同定実験のやり直しということも考
えられなくはないが, この工程は手間と費用
がかかるため, 一般には気軽にできるもので
はない.
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