
ディジタル制御 第8回

ディジタル制御系における
状態フィードバック・

極配置・
オブザーバ
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状態フィードバック・極配置

• 第 3回の講義では, 分母が N 次のプロパー
な伝達関数の実現を取り扱った. 厳密にプロ
パーな場合の可制御正準形による実現につい
て復習する.
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• 以下の伝達関数を考える.

G(z) =
B(z)

A(z)
=

b1z
N−1 + · · ·+ bN

zN + a1zN−1 + · · ·+ aN
.
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• 入力を u, 出力を y, U(z) = Z[u], Y (z) =

Z[y]とし, l = 1, . . . , N に対し,

Xl(z) =
1

A(z)
zl−1U(z)

と定義すると,

Y (z) = b1XN(z)+b2XN−1(z)+· · ·+bNX1(z)

となる.
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• l = 1, . . . , N − 1に対し

zXl(z) = Xl+1(z),

l = N については

zXN (z) = U(z)− a1XN(z)− · · · − aNX1(z).

とする.

5/141



以下の記号を用いる:

IN−1: N − 1次の単位行列
0N−1: N − 1次の零ベクトル
Bc: N 次でN 番目の単位ベクトル
(=eN = (0, . . . , 0, 1)T )

Cc = (bN , . . . , b1)(行ベクトル)

Ac =

(
0N−1 IN−1

−aN · · · −a1

)

X(z) = (X1(z), . . . , XN(z))
T
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• 前ページの記号の先程の式を纏めると, 次式
が得られる.

zX(z) = AcX(z) +BcU(z)

Y (z) = CcX(z).
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• 全体を逆 z変換すると, 差分方程式に直すと
可制御正準形による実現になる.

x(n+ 1) = Acx(n) +Bcu(n)

y(n) = Ccx(n).
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• さて,当面状態x(n)が直接測定可能であるも
のとし, K ∈ R1×N として,

u(n) = Kx(n) + v(n)

という制御則を考える. u(n) = Kx(n) の部
分を 状態フィードバック と呼ぶ. v(n)につ
いては 他の設計目的のために残しておく.
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• 状態フィードバックで何ができるかを理解す
るためには,可制御正準形で,行列Acの最下
段に伝達関数の分母多項式の係数が並んでい
たことを思い出す必要がある.
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• K = (kN , . . . , k1)とすると (添字の順番に注
意), 状態フィードバック

u(n) = Kx

によって, 状態方程式は

x(n + 1) = (Ac +BcK)x(n) +Bcv(n)

のように変わる.
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• ここで Ac と Bcの具体的な形を思い出すと,

Ac +BcK

=

(
0N−1 IN−1

kN − aN · · · k1 − a1

)
.

12/141



• K は自由に設定できるから, 状態フィード
バック

u(n) = Kx(n)

により, 伝達関数の分母多項式の係数, した
がって 伝達関数の極を 自由に設定すること
ができる. これを状態フィードバックによる
極配置 と呼ぶ.
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• Euclidの互除法に基づく伝達関数の演算でも
極配置は可能ではあるが, 状態が直接利用可
能な場合には, 状態フィードバックによる極
配置の方が簡単.
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• 伝達関数から出発して状態フィードバックに
基づく極配置をしたいときには, 可制御正準
形による実現を選べば, 残りの計算は自明.

• 可制御な状態方程式が与えられている場合,

それを可制御正準形に変形することにより,

極配置が可能であることが確認できる.
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• 続いて, 可制御な線形時不変システムの状態
空間表現を可制御正準形へ変換する方法を検
討する.

• まず 1入力 1出力系について述べ, 続いた多
入力多出力系について述べる.
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• 可制御な離散時間線形時不変システムの可制
御正準形への変形には逆行列を用いるが, こ
の逆行列を明示的に書き下すことが一般的.

• この講義では, 実質的には同等だが, ニュア
ンスの異なる説明をする.
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• 可制御な N 次の 1入力離散時間線形時不変
システム

x(n + 1) = Ax(n) +Bu(n)

を考える (可制御性の議論には出力方程式は
無関係なので省く). 可制御性を仮定したか
ら, M c = (B,AB, . . . ,AN−1B) とすると,

rankM c = N である.
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• λ ∈ RN を, 連立一次方程式

λTM c = (0, . . . , 0, 1)

の解とする. M cは仮定より正則だから, 上
記は一意解を持つ. これを用い,

wk(n) = λTAk−1x(n)

とし (1 ≤ k ≤ N),

w(n) = (w1(n), . . . , wN(n))
T とする.
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• T =




λT

λTA

. . .

λTAN−1


とおくと, 後で見るよう

に, T は正則で, よって w(n) = Tx(n)は座
標変換である. また, λTM c = (TB)T となっ
ている.
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• wk(n)の構成法より, k < Nなら wk(n+1) =

wk+1(n).

• λTM cの第N 成分は 1なので, wN(n+ 1) =

λTAN−1(Ax(n) + Bu(n)) = λTANx(n) +

u(n). また, T は正則なので, ある
γ = (γ1, . . . , γN) ∈ RN に対し, λTAN =

γTT . ゆえに, wN(n + 1) = γTw(n) + u(n).
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• これらをまとめて

w(n+ 1) = Accw(n) +Bccu(n)

という形に書くと, AccとBccは,以下のよう
に可制御正準形になっている.
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Bcc = eN = (0, . . . , 0, 1)T

Acc =

(
0N−1 IN−1

γ1 · · · γN

)
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• まだ T が正則であることの証明が残ってい
た. これを示す.

⊲ ある零でない θ = (θ1, . . . , θN)
T ∈ RN

に対し, θTT = 0T と仮定して矛盾を
導く.

⊲ θTTB = 0TB = 0 であるが, 一方,

TB = eN なので, θN = 0.
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⊲ K = max{i : θi 6= 0}とすると, K ≤
N − 1で, T の形を思い出すと,

θ1λ
T + · · ·+ θKλ

TAK−1 = 0T

となることがわかる.
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⊲ 先の式の左辺の最後の項を右辺に移項
する:

θ1λ
T+· · ·+θK−1λ

TAK−2 = −θKλ
TAK−1.

⊲ 両辺にAN−KBを左から掛けると,次式
が得られる.

θ1λ
TAN−KB + · · ·+ θK−1λ

TAN−2B

− θKλ
TAN−1B = −θK 6= 0
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⊲ ここで,

M c = (B,AB, . . . ,AN−1B)

で, λ ∈ RN は, 連立一次方程式

λTM c = (0, . . . , 0, 1)

の解であったことを思い出す.
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⊲ したがって, 0 ≤ j ≤ N − 1に対し,

λTAjB = 0

である.
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⊲ すでに得られていた

θ1λ
TAN−KB + · · ·+ θK−1λ

TAN−2B

− θKλ
TAN−1B = −θK 6= 0

と比較すると,

0 = −θKλ
TAN−1B = −θK 6= 0

となり矛盾. (証明終わり)
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• 以上によって, 可制御な1入力システムは 可
制御正準形に変換でき, 従って 状態フィー
ドバックによって その極を任意に指定でき,

よって安定化できることがわかった.

• λTM c = (0, . . . , 0, 1) を解くということは,

M c の逆行列の第N 行を使うということと
同じ. よって, 以上の方法は,通常の可制御正
準形の導出と実質的には同じ.
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• 連続時間システムと異なり, 離散時間システ
ムでは, すべての極を原点に配置することで,

状態が有限時間で零に収束するような制御を
おこなうことができる. これをデッドビート
制御と呼ぶことがある. ただし, デッドビー
ト制御という言葉は, 制御対象の出力を有限
時間で目標値に誤差なく追従させる制御とい
う意味で用いられることもある.
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• 次に, 可制御なN 次のM 入力離散時間線形
時不変システム

x(n+ 1) = Ax(n) +Bu(n)

を考える. 可制御性を仮定したから, M c =

(B,AB, . . . ,AN−1B) とすると, rankM c =

N である. これを多入力版の可制御正準形
(Brunovsky正準形と呼ばれる)に変換する.

ただし, これは一意的でない.
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• Bのある列biに対し, rank (bi, . . . ,A
N−1bi) =

N となっていれば, この列だけを使って も
とのシステムを 可制御正準形に変換できる.

• 上記以外, すなわち rankM c = N とするた
めに Bの複数の行が必要な場合には, Bの
複数の列を使った操作が必要になる.
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• Bがフルランクでないときには, 基本変形と
入力変換で冗長性を除くことができるので,

この処理が既に終了し, Bがフルランクにな
っているという状況から議論を始める. B =

(b1, . . . , bM)とする.

• まず, 座標変換のための基底を構成する. 基
底の取り方は一意的でないため, Brunovsky

正準形の議論は複雑になる.
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• 基底の構成

⊲ ステップ 1: D0 = {b1, . . . , bM}とする.

Bはフルランクと仮定したから, D0は
一次独立なベクトルから成る.
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⊲ ステップ k (k ≥ 1):

ADk = {Ad : d ∈ Dk}
とする. ADk の全要素が Dkと一次従
属であれば終了. そうでなければ,

Dk ∪ADk

から Dk を含む一次独立な要素を可能
な限り多く選び, それを Dk+1とする.
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以上の処理の意味は, M cからAのべきの次
数が小さい極大の一次独立な列を選ぶという
こと. rankM c = N だから, 上記の処理は
ある k = Kで終了し, DKが RN の基底とな
る. �
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• DKに含まれるベクトルを横に並べた行列 (正
方行列である)をDK としたとき, 多入力シ
ステムの可制御正準形は 1入力システムと同
様にD−1

K を使って構成されるのであるが,こ
こで若干の工夫が必要になる.
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• この講義だけの用語であるが, DKに

bi,Abi, . . . ,A
lbi

までが含まれ,

Al+1bi

が含まれないとき, biはレベル lであるとい
う.
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• Bの列ベクトルの添字を取り直し, b
[l]
1 , . . . , b

[l]
rl

がレベル lであるようにする (レベル lの列
がないときにはこの集合は空集合で rl = 0).

入力についても u
[l]
j (n)のように添字を合わ

せておく. DK の構成法から, Bの列が取り
得るレベルは 0からK までで, レベルK の
列が少なくともひとつは存在する.
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• レベル K のBの列をひとつ取り (b
[K]
1 とす

る), λT
1A

Kb
[K]
1 = 1 かつ d ∈ DK \ {AKb

[K]
1 }

に対して λT
1 d = 0 となる λ1を求める (D−1

K

から該当する行を選ぶことに相当).
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• レベル l < K の b
[l]
i に対しては, λT

1A
jb

[l]
i =

0となることが明示的に指定されているのは
j ≤ lの場合だけなのであるが, 実は任意の
j ≤ Kに対してAjb

[l]
i ∈ Djであるから, j ≤

K − 1であればλT
1A

jb
[l]
i = 0である.
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• w
[K]
1,k (n) = λT

1A
k−1x(n)と定義する (1 ≤ k ≤

K + 1). k ≤ Kなら,

w
[K]
1,k (n+ 1) = λT

1A
k−1(Ax(n) +Bu(n))

= w
[K]
1,k+1(n)

である (λT
1A

k−1B = 0に注意).
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• w
[K]
1,K+1(n)については,

w
[K]
1,k (n+ 1) = λT

1A
K(Ax(n) +Bu(n))

= λT
1A

K+1x(n) + u
[K]
1 (n)

+
∑

0≤l<K,1≤j≤rl

cl,ju
[l]
j

という形になる.
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• レベルKの成分に対応する入力はu
[K]
1 (n)し

か現れないが, レベルK未満の成分に対応す
る入力は現れる (この部分は, 状態に関する
座標変換の構成が終わってから入力ベクトル
の座標変換で消去する).
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• 0jを j次の行あるいは列ベクトル,

N j+1 =

(
0j Ij

0 0j

)
,

eK+1 を 第K + 1番目の単位ベクトルとし,

p
[K]
1 = λT

1A
K+1,

w
[K]
1 (n) = (w

[K]
1,1 (n), . . . , w

[K]
1,K+1(n))

T

とすると…
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w
[K]
1 (n + 1)

= NK+1w
[K]
1 (n) + eK+1(p

[K]
1 x(n)

+ u
[K]
1 (n) + φ

[K]
1 (u[l] : l < K))

という形になる (φ
[K]
1 (u[l] : l < K)はレベル

K未満の入力の線形結合).
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• レベルKの列が複数ある場合には, 同様の処
理をおこなう.
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• レベル L (L < K) の列 b
[L]
j についても同様

に処理し, 次の形を得る.

w
[L]
j (n+ 1)

= NL+1w
[L]
j (n) + eL+1(p

[L]
j x(n)

+ u
[L]
j (n) + φ

[L]
j (u[l] : l < L)). (♪)
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• レベル lの要素は rl個あり, それぞれに対し
て (l + 1)次元のベクトルw

[l]
j を生成したか

ら, 以上のようにして作ったベクトル全体の
次元は

∑K
l=0 rl(l+1)であるが, これは DKの

次元に一致し, よって
∑K

l=0 rl(l + 1) = N で
ある.
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• 先に述べた w
[L]
j (n) に関する状態方程式は

φ
[L]
j (u[l] : l < L))の項を除けば可制御正準
形になっている. よって, x(n)から {wl

j : 0 ≤
j ≤ K, 1 ≤ j ≤ rj} への写像が正則なら, 座
標変換によって 状態方程式を 可制御正準形
に変換できたことになる.

51/141



• 上述の写像の正則性を示すために, レベル l

の w
[l]
j (n) を構成するときに使った行ベクト

ルの全体を, 記号を取り直して, 以下のよう
に書く.

λ
[l]
1 , λ

[l]
1 A, . . . , λ

[l]
1 A

l,

. . . . . . . . . . . .

λ[l]
rl
, λ[l]

rl
A, . . . , λ[l]

rl
Al.
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• これらが一次従属, すなわち それらの中に 1

個以上非零のものがあるスカラーの組 {c[l]j,p :
0 ≤ l ≤ K, 1 ≤ j ≤ rl, 0 ≤ p ≤ l}に対し,

∑

0≤l≤K,0≤p≤l,1≤j≤rl

c
[l]
j,pλ

[l]
j A

p = 0 (☆)

となったものと仮定して矛盾を導く.
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• (☆)の両辺に右から b
[l]
j を乗ずると, 左辺は

c
[l]
j,l,右辺は零となるから, c

[l]
j,l = 0である (0 ≤

l ≤ K, 1 ≤ j ≤ rl). 同様に, (☆)の両辺に右
からAmb

[l]
j を mの次数を上げながら順に乗

ずることで, すべての c
[l]
j,pが零となり, 矛盾.
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• 証明のイメージは次のページの通り. 以下の
ように階段状にベクトルを並べ,右からAkbj
を乗ずることで, 右端から順に対応する係数
が零であることを示してゆく.
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. . . , λ
[K]
1 AK−2 λ

[K]
1 AK−1 λ

[K]
1 AK

. . . , λ[K]
rK

AK−2 λ[K]
rK

AK−1 λ[K]
rK

AK

. . . , λ
[K−1]
1 AK−2 λ

[K−1]
1 AK−1

. . . , λ[K−1]
rK−1

AK−2 λ[K−1]
rK−1

AK−1

. . . , λ
[K−2]
1 AK−2

. . . , λ[K−2]
rK−1

AK−2
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• w(n) = (w
[l]
j (n) : 0 ≤ l ≤ K, 1 ≤ j ≤ rl)

(ただし, 上記の成分の並べ方を踏襲する) と
おき, T を x(n)から w(n) への変換行列と
すると, 以上で見たように T は正則な正方行
列. よって, 上記 (♪)に含まれる p

[L]
j x(n)と

いう項は, p
[L]
j T −1w(n)と書き直せる.
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• 以上はわかりにくいと思われるので, 例とし
てレベル b1がレベル 2, b2 と b3 がレベル 1

の 3入力システムに上記を適用する. p1, p2,

p3は適切なベクトルとする.
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• もとの式は以下の通り.

w(n+ 1) =




0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 1

0 0

0 1

0 0




w(n) +




0 0 0

0 0 0

1 ∗ ∗
0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1




u(n)

+




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1






pT
1w(n)

pT
2w(n)

pT
3w(n)
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• p1, p2, p3を行列の中に入れると (数値は重要でないので ∗で書
いてある)…

w(n+ 1) =




0 1 0

0 0 1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗




w(n) +




0 0 0

0 0 0

1 ∗ ∗
0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1




u(n)
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• 入力側の変換でレベルが低い入力への依存性を除いて完成. こ
のような形が Brunovsky 正準形だが, 文献によって定義にバ
リエーションがある.

w(n+ 1) =




0 1 0

0 0 1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗




w(n) +




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1




u(n)
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• 次に, 多入力システムの極配置について考え
る. 一般論はわかりにくいので, 先に述べた
例を踏襲する.
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∗の部分に適当な記号を入れて…

w(n+ 1) =




0 1 0

0 0 1

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5 a3,6 a3,7

0 1

a5,1 a5,2 a5,3 a5,4 a5,5 a5,6 a5,7

0 1

a7,1 a7,2 a7,3 a7,4 a7,5 a7,6 a7,7




w(n) +




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1




u(n)
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• k1, k2, k2を以下のように取り, ui(n) = kiw(n)+vi(n)

とすると (i = 1, 2, 3)…

k1 = (α1 − a3,1, α2 − a3,2, α3 − a3,3,−a3,4,−a3,5,−a3,6,−a3,7)

k2 = (−a5,1,−a5,2,−a5,3, α4 − a5,4, α5 − a5,5,−a5,6,−a5,7)

k3 = (−a7,1,−a7,2,−a7,3,−a7,4,−a7,5, α6 − a7,6, α7 − a7,7)

64/141



w(n + 1) =




0 1 0

0 0 1

α1 α2 α3

0 1

α4 α5

0 1

α6 α7




w(n) +




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1




v(n)
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• w(n+1) = Aw(n)+Bv(n)に対応する伝達
関数行列の各要素の分母は, det(zI − A)を
適当な多項式で割ったものになるが, 上記の
ように det(zI−A)は状態フィードバックに
よって 自由に設定できる. よって, この例で
は状態フィードバックによって 極配置がで
きている.
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• 先の例では状態フィードバックによって パ
ラメータが変更できる箇所を明示するために,

敢えて小規模なシステムを挙げたのだが, 一
般の場合にも, システムを可制御正準形 x =

Acx + Bcu に変換すると行列Acにおいて
特性多項式を定める行の成分が 状態フィー
ドバック u(n) = Kx(n)によって任意に設
定できるという構造が現れる ということは
同じ.
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• よって, 多入力システムでも, 状態空間表現
を可制御正準形に変換してから適切な状態フ
ィードバックu(n) = Kx(n)を施すことによ
り,極配置が可能で, よってシステムを安定化
することができることがわかるのであるが…
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• なお, 可制御正準形への変換は, 極配置が可
能であることを確認するための手段である.

すでに 可制御であるとわかっている 状態方
程式を (極配置ではなく) 安定化したいとき,

わざわざ 可制御正準形に変換する必然性は
ない (別の方法がある).
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• 状態方程式

x(n+ 1) = Ax(n) +Bu(n)

が可制御であれば, 状態フィードバック

u(n) = Kx(n)

によって安定化もできるというのが以上の結
論.
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• この状態フィードバックによってA + BK

の特性多項式の根は任意に設定できるが, K

をどのような手段で求めても構わない.
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• 文献によっては,状態フィードバックを u(n) =

Kx(n)ではなく u(n) = −Kx(n)と定義し
ているので注意.
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• システムが単に安定化できれば良い場合には
Kには無数の取り方があるが, 最適制御 (第
10回)ではある評価関数に関して最適なK

を求める. また, ロバスト性を考慮してKを
定めることもある.
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オブザーバ

• 伝達関数の実現により可観測正準形の状態空
間表現が得られているという状況を考える.

この場合, システムの挙動に影響を及ぼす信
号の中で, センサなどによって直接測定され
ているのは,大抵は入力と出力のみであり,数
学的な手段で導出されたすべての状態変数に
対応するセンサが揃っているということは稀.
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• このような理由から, 状態空間表現された制
御対象に基づいて制御系設計をおこなうとき,

直接測定可能な信号は 入力と 出力のみ, と
いう条件を課すことが多い.

• このような状況下で, 状態フィードバックと
同等な制御をおこないたいときには, 何らか
の手段で 入力と出力から状態 (の推定値)を
生成しなければならない.
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• 状態推定のための 最もポピュラーな方法は,

(Luenberger)オブザーバと呼ばれる動的シ
ステムを利用する手法. Luenbergerオブザー
バは 確定的なシステムを想定しているが, 対
象が確率システムの場合には, 手法自体は同
一なのだが, 名前がKalmanフィルタ に変
わる.
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• オブザーバのもっとも素朴な構成では, 状態
フィードバックと類似した機構が利用される.

• 再び, 分母がN 次, 分子がN − 1次以下の厳
密にプロパーな伝達関数を考える.

G(z) =
B(z)

A(z)
=

b1z
N−1 + · · ·+ bN

zN + a1zN−1 + · · ·+ aN
.
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記号の準備
a = (a1, . . . , aN)

T

Bo = (b1, . . . , bN )
T

Co = (1, 0, . . . , 0):

(N 次の 1番目の単位ベクトル)

Ao =

(
-a

IN−1

0T
N−1

)

x(n) = (x1(n), . . . , xn(z))
T
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• 以前の講義で, G(z)の可観測正準形による実
現は次のようになることを見た.

x(n+ 1) = Aox(n) +Bou(n)

y(n) = Cox(n)
(★)
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• (★)に対する もっとも標準的なオブザーバ
(Luenbergerオブザーバ)は, (★)の同一の
構造の動的システムによって状態 xの推定
値 x̂を生成し, 状態推定値から得られる出
力と (★)の出力の偏差を その動的システム
にフィードバックすることで, 状態推定誤差
e = x− x̂ の安定化をはかるというもの.
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• Luenberger オブザーバの構成は以下の通り.

x̂(n+ 1) = Aox̂(n) +Bou(n)

− F (y(n)− ŷ(n))

ŷ(n) = Cox̂(n)

(☆)
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• F (y(n)− ŷ(n))の部分は Output Injection

と呼ばれることがあり,これを使って状態推
定誤差を安定化する. F = (f1, . . . , fN)

T は
設計者が自由に設定できる.
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• 状態推定誤差 eに関する方程式は,次のよう
になる. ただし, y(n) = Cx(n)および ŷ(n) =

Cx̂(n)を代入している.

e(n+1) = Aoe(n)+FCo(x(n)−x̂(n)) (♪)
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• ここで, Co = (1, 0, . . . , 0)であったことを
思い出し, (♪)に含まれる行列を明示的に書
くと…
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e1(n+ 1)
...

eN−1(n+ 1)

eN (n+ 1)




=




−a1 + f1
... IN−1

−aN−1 + fN−1

−aN + fN 0 · · · 0







e1(n)
...

eN−1(n)

eN(n)
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• 上記右辺の行列の 左端に 特性多項式の係数
が並んでいるから, これが安定多項式となる
ように (f1, . . . , fN)を設定すれば, 状態推定
誤差 e(n)は 時間とともに零に収束する.
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• Luenbergerオブザーバの設計問題は,状態推
定誤差が零に収束するようなF を設定する
問題に帰着され,このようなF を見付けられ
た場合に, オブザーバが構成できたというこ
とになる.
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• 以上で確認したのは, 状態空間表現が可観測
正準形になっているときには, いつでもオブ
ザーバが構成可能であるということ.
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• 実は, 可観測な線形時不変システムは, 可制
御正準形への変換と同様の手順によって, 可
観測正準形に変換できることが証明できる.

MIMOシステムへの拡張についても同様.
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• 上記の事実を改めて証明することも可能だが,

後で述べる双対性という性質を使うと, シス
テムの可制御正準形への変換が (若干変更す
れば)使える. よって, 可観測正準形への変換
を改めて取り扱うことは冗長なので, ここで
はこれ以上述べない.
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• 次に, 多出力システムに対するオブザーバの
構成を考える.
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• 多出力版の可観測正準形への変換は既になさ
れているものとする.

x(n+ 1) = Aox(n) +Bou(n)

y(n) = Aox(n)
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• このシステムに対するオブザーバの構造は次
の通りで, F を適切に設定することで

Ao +CoF

の特性多項式の根を任意に設定できる. その
理由は状態フィードバックによる 安定化と
同じ.
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x̂(n+ 1) = Aox̂(n) +Bou(n)

− F (y(n)− ŷ(n))

ŷ(n) = Aox̂(n)
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• 先と同様に, 可観測正準形への変換は, 状態
推定誤差に関する極配置が可能であることを
確認するための手段であって,すでに可観測
であるとわかっている 状態方程式に対して,

オブザーバを構成するために, 改めて可観測
正準形に変換する 必然性はない.
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• 以下の可観測な状態空間表現に対して…

x(n+ 1) = Ax(n) +Bu(n)

y(n) = Cx(n)
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• 次の形のオブザーバが構成可能で, 行列F を
適切に設定することで状態推定誤差 x(n) −
x̂(n)が 零に収束するようにできるというの
が上記の結論. 行列F をどのような手段で求
めてもよい.

x̂(n + 1) = Ax̂(n) +Bu(n)

− F (y(n)− ŷ(n))

ŷ(n) = Cx̂(n)
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• 状態推定誤差を e(n) = x(n) − x̂(n)とする
と, e(n)は次式を満たすのだが:

e(n + 1) = (A+ FC)e(n)

A+FCの固有値をオブザーバの極と呼ぶこ
とがある.
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• オブザーバの極をすべて原点に配置すると,

雑音等がなければ, 状態推定誤差は有限時間
で零に収束する. このようなオブザーバを有
限整定オブザーバないしデッドビートオブザー
バと呼ぶことがある. ただし, 有限整定オブ
ザーバの構成法は他にもある.
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• 文献によっては, −F (y(n)− ŷ(n))のかわり
に +F (y(n) − ŷ(n))を用いることがあるの
で注意.

• 状態推定誤差が零に減衰しさえすれば良いと
いう場合にはF には無数の取り方がある. 一
方, 何らかの評価関数に関し最適なF を求め
たり, ロバスト性を考慮してF を定めたりす
ることもある.
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• オブザーバについては他にも述べるべきこと
があるが, 次回に回す.
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双対性

• 以下の 2個の線形システムを考える:

ただしA ∈ RN×N , B ∈ RN×M , C ∈ RP×N ,

D ∈ RP×M .
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x(n+ 1) = Ax+Bu(n),

y(n) = Cx(n) +Du(n)
(P)
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x(n+ 1) = ATx+CTu(n),

y(n) = BTx(n) +DTu(n)
(D)

ただし, u(n)と y(n), y(n)とu(n) の次元は
同一であるものとする.
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• 以下のように定義する:

MCP システム (P )の可制御性行列
MCD システム (D)の可制御性行列
MOP システム (P )の可観測性行列
MOD システム (D)の可観測性行列
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MCP = (B,AB, . . . ,AN−1B)
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MOP =




C

CA
...

CAN−1
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MCD = (CT ,ATCT , . . . , (AT )N−1CT )

⇓

MT
CD =




C

CA
...

CAN−1
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MOD =




BT

BTAT

...

BT (AT )N − 1




⇓
MT

OD = (B,AB, . . . ,AN−1B)
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• 以下の等式が成り立つ.

⊲ MCP = MT
OD,

⊲ MOP = MT
CD.
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• したがって…

⊲ (P) が可制御であることと
(D) が可観測であることは等価.

⊲ (P) が可観測であることと
(D) が可制御であることは等価.

• この性質を 双対性と呼ぶ.
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• (D)を (P)の双対システムと呼ぶ.
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• (P)および (D)を z変換して, 伝達関数行列
を求めると, 次のようになる.

(P) C(zI −A)−1B +D

(D) BT (zI −AT )−1CT +DT
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• (D)の伝達関数行列は, (P)の伝達関数行列を
転置したものになっている.

• 双対性は, この対称的な構造ゆえに成立して
いる.
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• 以前の講義で 伝達関数の 可制御正準形 によ
る実現と 可観測正準形 による実現について
述べ, 今回の講義で 状態方程式を 可制御正
準形に変換する手順について述べた.
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• 状態空間表現されたシステムが可観測であれ
ば, それを, 類似した方法によって, 可観測正
準形に変換することができる.
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• 双対性より, 状態空間表現されたシステムを
可制御正準形に変換してから その双対シス
テムを作れば, 可制御正準形が得られること
が期待される.
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• これはおおむね正しいのであるが, 可制御正
準形を得るために, 状態変数の並べ換えとい
う工程が 追加で必要になる (後述).
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• 伝達関数表現されたシステム

G(z) =
b1z

2 + b2z + b3
z3 + a1z2 + a2z + a3

の可制御正準形と可観測正準形による実現を
比較することで, これを確認する.
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• G(z)の可制御正準形による実現:

x(n + 1) =




0 1 0

0 0 1

−a3 −a2 −a1


x(n)

+



0

0

1


u(n)

y(n) = (b3, b2, b1)x(n)

(C)
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• (C)の双対システム:

x(n+ 1) =



0 0 −a3
1 0 −a2
0 1 −a1


x(n)

+



b3
b2
b1


 u(n)

y(n) = (0, 0, 1)x(n)

(CD)
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• G(z)の可観測正準形による実現

x(n + 1) =



−a1 1 0

−a2 0 1

−a3 0 0


x(n)

+



b1
b2
b3


 u(n)

y(n) = (1, 0, 0)x(n)

(O)
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• (O)の双対システム

x(n+ 1) =



0 0 −a3
1 0 −a2
0 1 −a1


x(n)

+



b3
b2
b1


 u(n)

y(n) = (0, 0, 1)x(n)

(OD)
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• (CD)=(O), (OD)=(C)となっても良いような
ものだが…

• 零や 1が入っている箇所やパラメータの並び
方が違う.

• この (CD)と (O)の相異を解消することを考
える.
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• (CD)において,

w1(n) = x3(n)

w2(n) = x2(n),

w3(n) = x1(n)

のように状態変数の添字を逆順に並べ換える.
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• 並べ換え前:

x1(n+ 1) = −a3x3(n) + b3u(n)

x2(n+ 1) = x1(n)− a2x3(n) + b2u(n)

x3(n+ 1) = x2(n)− a1x3(n) + b1u(n)

y(n) = x3(n)
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並べ換え後:

w3(n+ 1) = −a3w1(n) + b3u(n)

w2(n+ 1) = w3(n)− a2w1(n) + b2u(n)

w1(n+ 1) = w2(n)− a1w1(n) + b1u(n)

y(n) = w1(n)

• 並べ換え後のシステムを行列の形でまとめる.
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• 双対システムの状態変数の並べ換え

w(n+ 1) =



−a1 1 0

−a2 0 1

−a3 0 0


w(n) +



b1
b2
b3


u(n)

y(n) = (1, 0, 0)w(n) (CDS)
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• G(z)の可観測正準形による実現

x(n+ 1) =



−a1 1 0

−a2 0 1

−a3 0 0


x(n) +



b1
b2
b3


 u(n)

y(n) = (1, 0, 0)x(n)
(O)
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• (CDS)と (O)は一致.
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• 要するに, 可観測正準形は, 可制御正準形に
よる実現の双対システムにおいて状態変数の
並びを逆順に入れ換えることでも得られる.

• より高い次元, あるいは多入力多出力システ
ムでも事情は同じ.
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• 状態変数を並べ換えると対応する行列の見掛
け上の形が変わることが, 可制御正準形ある
いは可観測正準形と呼ばれるものが複数存在
する理由のひとつ.
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Scilabにおける可制御正準形・

可観測正準形・極配置

• Scilabにおいて可制御正準形を求める関数は
canon である. ただし, Scilabの canon が
生成する可制御正準形は, 講義資料で述べた
可制御正準形とは, パラメータの並べ方が異
なる.
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• 講義資料の可制御正準形は…
(

0 In−1

∗ · · · ∗

)

• Scilabの可制御正準形は…
(

∗ · · · ∗
In−1 0

)
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• Scilabにおいて, 線形システムの状態空間表
現に対応する A, Bがすでに定義されていると
いう前提の下で,

[Ac,Bc,U,ind]=canon(A,B)

とすると, (Ac,Bc)に可制御正準形に変換され
た行列が格納される.
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• Scilabで状態フィードバックに基づく極配置
をおこなう関数は ppolである.
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• Scilabにおいて, 線形システムの状態空間表
現に対応する A, Bがすでに定義されていると
いう前提の下で,適切な変数 (ここではpoles

とするが, 何でもよい), に指定する極を並べ
たものをベクトルとして格納しておき,

K=ppol(A,B,poles)

とすると, Kに極配置を実現する状態フィー
ドバックゲイン行列が格納される.

137/141



• ただし, ここでも注意が必要で, Scilabは

A− B ∗ K

が指定された極を持つように Kを定める.

A + B ∗ K

ではないので注意せよ.
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• Scilabには可観測正準形とオブザーバの設計
のための関数は用意されていない.
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• Scilabにおいて, 線形システムの状態空間表
現に対応する A, B, Cがすでに定義されてい
るという条件の下で, Scilabでこのシステム
の可観測正準形を求めるときには, Aと Cを
転置してからこれらの可制御正準形を求め,

その結果を転置する.
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• 同様に, オブザーバの設計のためには, Aと C

を転置してから, これらに ppolを適用し, 得
られた結果を転置する.
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