
ディジタル制御 第3回

離散時間システムの表現 (2)

離散時間状態空間表現
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準備

• A(z), B(z)をzの多項式とし, ρ(A(z)), ρ(B(z))

をそれらの次数とする.

• 伝達関数 B(z)

A(z)
がプロパーであるとはρ(A(z)) ≥

ρ(B(z)) であることを言い, 厳密にプロパー
であるとは ρ(A(z)) > ρ(B(z)) となること
言う.
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• 因果的なシステムの伝達関数はプロパーであ
る. 今回の講義では因果的なシステムのみを
検討の対象とするので, 今後出て来る伝達関
数はすべてプロパーである.

3/109



• A(z) = zN+
∑N

i=1 aiz
N−i, B(z) =

∑N
i=0 βiz

N−i

とする. Y (z) =
B(z)

A(z)
U(z) というシステム

が与えられているとき,

B(z)

A(z)
=

β0z
N + β1z

N−1 + · · ·βN

zN + a1zN−1 + · · · aN
= β0 +

(β1 − a1β0)z
N−1 + · · · (βN − aNβ0)

zN + a1zN−1 + · · · aN
.
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• 以上の計算により,プロパーな伝達関数は,定
数と厳密にプロパーな伝達関数の和で書き表
される. これからしばらく,この処理がすでに
済んでいることを前提とし, 厳密にプロパー
な伝達関数を中心に議論を進める.
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• N 次の伝達関数はN 階の差分方程式に対応
するが, 高階の差分方程式よりも 1階の連立
差分方程式の方が数学的な取り扱いが容易.

そこで, この伝達関数から, 対応する 1階の
連立差分方程式を導くことを考える. このよ
うな操作を, 伝達関数の実現と呼ぶ.
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• z変換で初期値由来の繁雑な項が現れること
を抑制するため, 当面, 計算の仮定で出てく
る信号の初期値はすべて零と仮定する. この
条件のもとで, zは時間軸に関する進み演算
子に対応する.
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伝達関数の実現

• 分母がN次, 分子がN −1次以下の厳密にプ
ロパーな (パルス)伝達関数を考える:

G(z) =
B(z)

A(z)
=

b1z
N−1 + · · ·+ bN

zN + a1zN−1 + · · ·+ aN
.

入力をu,出力をyとし, U(z) = Z[u], Y (z) =

Z[y]とする.
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• 天下り的であるが, l = 1, . . . , N に対し,

Xl(z) =
1

A(z)
zl−1U(z)

と定義すると,

Y (z) = b1XN(z)+b2XN−1(z)+· · ·+bNX1(z)

である.
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• l = 1, . . . , N − 1に対し次式が成り立つ.

zXl(z) = Xl+1(z)
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• l = N については,

zXN (z) =
zN

A(z)
U(z)

=

(
1− a1z

N−1 + · · ·+ aN
A(z)

zN
)
U(z)

= U(z)− a1XN(z)− · · · − aNX1(z).
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• これらをまとめてコンパクトに書くために,

次ページのような記号を準備する.
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IN−1: N − 1次の単位行列
0N−1: N − 1次の零ベクトル
Bc: N 次でN 番目の単位ベクトル
(=eN = (0, . . . , 0, 1)T )

Cc = (bN , . . . , b1)(行ベクトル)

Ac =

(
0N−1 IN−1

−aN · · · −a1

)

X(z) = (X1(z), . . . , XN(z))
T
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• 以上の準備のもとで先程の式を纏めると以下
のようになる.

zX(z) = AcX(z) +BcU(z)

Y (z) = CcX(z).
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• 対応する差分方程式は, x = Z−1[X(z)]とす
ると…

x(n+ 1) = Acx(n) +Bcu(n)

y(n) = Ccx(n).
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• このような表現を状態空間表現と呼び, 伝達
関数から対応する状態空間表現を求めること
を, 伝達関数の実現と呼ぶ.
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• プロパーだが厳密にプロパーでない伝達関数
の実現では,

x(n+ 1) = Acx(n) +Bcu(n)

y(n) = Ccx(n) +Du(n).

のように y(n)の式に Du(n) という項が追加
される.
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• このようになる理由を述べる.

• Y (z) = G0(z)U(z)で, 伝達関数G0(z)がプロ
パーだが厳密にプロパーではないという状況
を考える.
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• この場合, 資料の冒頭で述べた手順によって,

定数Dをうまく取ることにより,

G0(z) = D + G(z)

かつG(z)が厳密にプロパーであるようにで
きる.
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• D + G(z)のうち, G(z)の実現は上記の手順
で求めることができるが, Y (z)についてはD

に関する項を加える必要があり, 結果的に以
下のようになる:

Y (z) = CcX(z) +DU(z)
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• 実現には無限個のバリエーションがあり,その
中で, 先に挙げたものを可制御正準形と呼ぶ.
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• 他に, 後で述べる可観測正準形と呼ばれるも
のもある.
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• 可制御正準形は制御システムの安定化, 可観
測正準形は状態観測器の構成にあたって重要
(後の講義で述べる).
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• では, 続いて可観測正準形について述べる.

• 再びG(z)は厳密にプロパーとする.

• 先ほどと同様に, 結果をコンパクトに書き下
すために, 記号を準備する.
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記号の準備 (先程の表に追加)

a = (a1, . . . , aN)
T

Bo = (b1, . . . , bN )
T

Co = (1, 0, . . . , 0):

(N 次の 1番目の単位ベクトル)

Ao =

(
-a

IN−1

0T
N−1

)

X(z) = (X1(z), . . . , XN(z))
T
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• 以上の準備のもとで, G(z)に以下の状態空
間表現が対応する (これを逆 z変換したもの
が可観測正準形).

zX(z) = AoX(z) +BoU(z)

Y (z) = CoX(z)
(★)
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証明 (1/6): 便宜上 a0 = 1とし, 帰納法に
より (★) の解が 1 ≤ m ≤ N − 1に対し

(
m∑

l=0

alz
m−l

)
X1(z)

= Xm+1(z) +

(
m∑

l=1

blz
m−l

)
U(z)

(♪)

を満たすことを示す.
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証明 (2/6): m = 1のとき: これは (★)の
第 1式なので, 証明すべきことは何もない.
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証明 (3/6): m ≤ kに対して (♪)が正しい
と仮定する. m = kとし, 両辺に zを掛けて
から (★)の第 k + 1式を使うと…
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証明 (4/6):
(

k∑

l=0

alz
k+1−l

)
X1(z)

= (−ak+1X1(z) +Xk+2(z) + bk+1U(z))

+

(
k∑

l=1

blz
k+1−l

)
U(z)

よって, (♪)はm = k + 1でも正しい.
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証明 (5/6): (♪)においてm = N − 1とし
て両辺に zを乗じてから (★)の第 N式を使
い, a0 = 1を思い出すと,

(
zN + a1z

N−1 + · · ·aN
)
X1(z)

= (b1z
N−1 + · · ·+ bN )U(z)

である.
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証明 (6/6): Y (z) = X1(z)であったから,

Y (z) = G(z)U(z)

となることがわかる.

32/109



• 両辺を逆 z変換すると, この伝達関数の実現
は以下のようになる.

x(n+ 1) = Aox(n) +Bou(n),

y(n) = Cox(n).
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• 伝達関数が厳密にプロパーでない場合には,

先と同様の流により, 実現は以下のようにな
る.

x(n+ 1) = Aox(n) +Bou(n),

y(n) = Cox(n) +Du(n).
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• 可制御正準形, 可観測正準形の双方とも,

⊲ 0N−1, IN−1

⊲ (a1, . . . , aN),

⊲ (b1, . . . , bN )

の並べ方にバリエーションがある.
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• 後に述べる状態空間表現の自由度の関係で,

可制御正準形および可観測正準形にも何通り
かの定義があり,文献によって記述が異なる.

さらに, 名称の付け方にもバリエーションが
ある.
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• なお, 連続時間伝達関数の実現 (すなわち状
態空間における微分方程式への変換)の方法
は, 離散時間と同様で, これまで述べてきた
手順において zを sに置き変え, sが微分演算
子に対応することを思い出せば, 直ちに遂行
できる.
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多入力多出力システムの状態空間表現

• A ∈ RN×N , B ∈ RN×M , C ∈ RP×N , D ∈
RP×P とする (N,M, P ∈ N).

• x, u, yは因果的な信号で, x(n) ∈ RN , u(n) ∈
RM , y(n) ∈ RP とする.
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• 離散時間システムの状態空間表現とは, 次の
形の差分方程式である.

x(n+ 1) = Ax(n) +Bu(n),

y(n) = Cx(n) +Du(n).

上記第 1式を状態方程式, 第 2式を出力方程
式, xを状態変数と呼ぶ.
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• 可制御正準形および可観測正準形は, いずれ
もSISOシステムの状態空間表現の例である.
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• 状態空間表現を z変換すると,

zX(z) = AX(z) +BU(z),

Y (z) = CX(z) +DU(n)

となる. したがって,

Y (z) =
(
C(zIN −A)−1B +D

)
U(z)

である. C(zIN −A)−1B +Dを伝達関数行
列と呼ぶ.
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• 伝達関数行列は, 伝達関数を要素として持つ
行列である.
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• SISOシステムでは,

Y (z) =
(
C(zIN −A)−1B +D

)
U(z)

であり, これは伝達関数である.

43/109



• ある伝達関数 (行列)に対応する状態空間表現
の無数に存在し (可制御正準形と可観測正準
形はその (応用上重要な)一種),そのバリエー
ションは, N 次の正則行列のバリエーション
と一致する.
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• T を正則行列とする. 以下に見るように, T

をひとつ取るごとに, ある伝達関数 (行列)に
対応する状態空間表現がひとつ定まる.
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• 以下の状態空間表現を考える.

x(n + 1) = T−1ATx(n) + T−1Bu(n),

y(n) = CTx(n) +Du(n).
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• 次ページで見るように, これに対応する伝達
関数行列は

(
C(zIN −A)−1B +D

)
U(z)

となり, 先に述べた伝達関数行列と一致する.

これを確認する.
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• 状態空間表現を z変換してから計算する.

• IN = T−1INT を使うと, 先の状態空間表現
に対応する伝達関数行列は次ページのように
なる.
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CT
(
zIN − T−1AT

)−1
T−1B +D

= CT
(
zT −1INT − T−1AT

)−1
T−1B +D

= CT
(
T −1 (zIN −A)T

)−1
T−1B +D

= CTT−1 (zIN −A)−1 TT−1B +D

= C (zIN −A)−1B +D

これは先の伝達関数行列と同一.
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状態方程式の解

• 離散時間システムでは, 状態方程式から逐次
代入により直ちに解が求められる.
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• 初期値を x(0)とする.
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• x(1)は…

x(1) = Ax(0) +Bu(0)
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• x(2)は…

x(2) = Ax(1) +Bu(1)

= A (Ax(0) +Bu(0)) +Bu(1)

= A2x(0) +ABu(0) +Bu(1)

53/109



• 帰納法により, 任意の nに対し, x(n)が以下
のようになることが示せる

x(n) = Anx(0) +
n−1∑

l=0

An−1−lBu(l)
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証明 (1/3): 上式は n = 1では正しい.
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証明 (2/3): m ≥ 1とし, n ≤ mで上式が成
り立つ仮定した場合, n = m+ 1でも上式が
成り立つことを確認する. その計算は次ペー
ジの通り.
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証明 (3/3):

x(n+ 1) = Ax(n) +Bu(n)

= A

(
Anx(0) +

n−1∑

l=0

An−1−lBu(l)

)
+Bu(n)

= An+1x(0) +
n−1∑

l=0

An+1−1−lBu(l) +Bu(n)

= An+1x(0) +
n+1−1∑

l=0

An+1−1−lBu(l)
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可制御性と可観測性

• 大雑把に言うと, 可制御性は状態変数を目的
とする位置に移動させる入力の系列が存在す
るか否かに関係した性質で, 可観測性は有限
の出力信号の系列から状態変数を復元できる
か否かに関連した性質. これらは, システム
の性質を調べるにあたって重要.
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• 歴史的に言うと, 可制御性と可観測性は, ま
ず連続時間線形システムに関して調べられ,

続いて離散時間システムや非線形システム,

無限次元システムなどに拡張された.
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• 拡張にあたって, 古い定義に不便な点が見付
かったなどの理由により, 様々な手直しが施
されたのだが, 今日でも古い定義を用いた教
科書もある.
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• この講義では, 太田 (編): 現代制御, コロナ
社, 2014にしたがい, 現代的な定義を述べる.
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• 再び, 状態空間表現されたシステムを考える.

x(n+ 1) = Ax(n) +Bu(n),

y(n) = Cx(n) +Du(n).
(★)
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• (★)が可制御であるとは, 任意の xf と任意
のx(0)に対し, ある k ≥ 0とある入力の系列
(u(0), . . . ,u(k− 1))が存在し, 対応する (★)

の解が x(k) = xf となることをいう.

63/109



• (★)が可観測であるとは,任意のx(0)と任意
の入力の系列 (u(n))n∈Nに対し,あるk ≥ 0が
存在し, (u(0), . . . ,u(k))と (y(0), . . . ,y(k))

から x(0)が一意的に定まることをいう.
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• 状態方程式の解を行列を使って書き直すと,

次式が得られる:

x(k) = Akx(0)

+
(
B AB · · · Ak−1B

)


u(k − 1)

...

u(0)



(♪)
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• 行列
(
B AB · · · Ak−1B

)
がフルランク

であれば, (♪)を xf に関する方程式と解釈
して (u(0), . . . ,u(k − 1))について解くこと
ができるから, (★)は可制御である. 一方, こ
の行列がフルランクでない場合には, (♪)は
必ずしも xf について解けないから, (★)は
可制御でない.
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• Cayley-Hamiltonの定理より, AN は

I,A, . . . ,AN−1

の線形結合で書けるから, k = N の場合を考
えれば十分で, kをそれより大きくしても無
意味.
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• 以上より, (★)が可制御であるための必要十

分条件は, M c =
(
B AB · · · AN−1B

)

としたとき, rankM c = N となることであ
るということがわかる.
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• 行列M c を 可制御性行列, 可制御行列 など
と呼ぶ.
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• 以上で見たように, システムが可制御である
ことと, 可制御性行列がフルランクであるこ
とは, 等価であった.
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• したがって, 出発点として, システムが可制
御であることを可制御性行列がフルランクで
あることと定義してしまい, 「システムが可
制御であれば N ステップ後に任意の目標状
態に状態を到達させる入力が存在する」とい
うことを導いてもよい. このような流儀で書
かれた教科書もある.
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• 次に, 可観測性について, 上記と類似した分
析をおこなう.
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• 状態方程式の解と出力方程式を組み合わせて
次ページの式を得る.
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


y(0)

y(1)
...

y(k)


 =




C

CA
...

CAk−1


x(0)

+



D

. . .

∗ D







u(0)

u(1)
...

u(k)




(♪)

74/109



前ページの式において, 右辺第 2項の行列は
ブロック下三角行列である. 対角要素の下の
部分も計算できるが,重要でないので略した.
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• 可制御性に関する議論と同様の理由で, シス
テムが可観測であるための必要十分条件は,

適切に設定した kに対して

(
CT ATCT · · · (AT )k−1CT

)T

がフルランクになることであるが,再びCayley-

Hamiltonの定理より, k = N の場合のみを
考えればよい.
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• よって, (★)が可観測であるための必要十

分条件は, M o =




C

CA
...

CAN−1



としたとき,

rankM o = N となることである.

• 行列M o を 可観測性行列, 可観測行列 など
と呼ぶ.
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• 以上で見たように, システムが可観測である
ことと, 可観測性行列がフルランクであるこ
とは, 等価であった.
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• したがって, 出発点として, システムが可観
測であることを可観測性行列がフルランクで
あることと定義してしまい, 「システムが可
観測であれば N ステップ後に出力信号の系
列から初期状態を復元できる」ということを
導いてもよい. このような流儀で書かれた教
科書もある.
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連続時間と離散時間の状態空間表現

• 連続時間状態方程式

ẋ = Ax+Bu

を離散化することを考える. x ∈ RN , u ∈
RMで, A, Bは適合する次元を持つものとす
る. サンプリング周期は T で, [nT, (n+1)T )

において入力は一定値であると仮定する.
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• 連続時間状態方程式の解は,

x((n+ 1)T ) = exp[AT ]x(nT )

+

∫ T

0

exp[A(T − s)]Bu(s)ds

のように書き下せる.
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• t ∈ [nT, (n + 1)T )において

u(t) = u(n)(一定値)

と仮定すると, 次式が得られる.

x((n+ 1)T ) = exp[AT ]x(nT )

+ exp[AT ]

(∫ T

0

exp[−As]ds

)
Bu(n)ds.

(x(nT )などをx(n)などと略記している).
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• AD = exp[AT ], BD =

(∫ T

0

exp[As]ds

)
B

とおけば, 上式より,

x(n+ 1) = ADx(n) +BDu(n).

これは離散化に伴う誤差を含まない.
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• このようにすると, 連続時間状態方程式に対
応する, 近似誤差を含まない離散時間状態空
間表現が構築できる.
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D/A

A/D

    制御対象
(状態空間表現)

ディジタルの世界 アナログの世界

離散化された制御対象
       (状態空間表現)

入力(数列)

出力(数列)
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• これまで, 連続時間状態方程式から離散化誤
差を含まない離散時間状態方程式を述べてき
たのだが…

• 行列の指数関数の部分が若干繁雑であった.
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• オイラー法による近似を用いることで, より
簡単に離散時間状態方程式を求めることがで
きる:

x(n+ 1) ≃ (IN + TA)x(n) + TBu(n).

こちらはあくまで近似であり, 無視できない
誤差を含む.
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• 連続時間線形時不変システムを離散化する場
合には, オイラー法を用いるメリットはあま
りないのであるが, 連続時間非線形時不変シ
ステムを離散化する場合には, 行列の指数関
数のような便利な道具はないので, オイラー
法やルンゲ・クッタ法に代表される方法を用
いて, 連続時間状態方程式を近似する必要が
生じる.
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連続時間伝達関数の離散化

• 連続時間伝達関数 G(s)に対応する離散時間
伝達関数を求めるには, G(s)の実現 (状態空
間表現) を経由するのが簡単.
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• G(s) の実現が以下の通りなら…

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du
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• t ∈ [nT, (n + 1)T )において

u(t) = u(n)(一定)

仮定し, AD = exp[AT ],

BD =

(∫ T

0

exp[As]ds

)
B とおけば,出力方

程式は離散化で不変だから,

x(n+ 1) = ADx(n) +BDu(n)

y(n) = Cx(n) +Du(n).
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• したがって,

Y (z) =
(
C(zI −AD)

−1BD +D
)
U(z).
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• 以上で述べたように, 連続時間の伝達関数を
一旦状態空間表現し, それを離散化すること
により, 数学的に正当かつ離散化誤差を含ま
ない形で離散時間伝達関数を求めることがで
きるのだが…
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• 連続時間伝達関数から直接的に離散時間伝達
関数を求める方法も (一応)ある.
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• 文献に述べられた連続時間伝達関数の離散化
の手順は数学的に厳密でない部分を含むため,

この講義では概略のみ述べ, 詳細は略す.
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• 量子化の影響は無視する. また, サンプリン
グ周期を T とし, これを略さずに離散時間信
号 x を (x(nT ))n∈N などと書く.
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• 以下の議論では, 連続時間のDiracのデルタ
関数 (δcと書く)を用いる. 以下これを単にデ
ルタ関数と呼ぶ. δcは, 関数 f がある性質を
満たせば (この講義では深入りしない),

∫ ∞

−∞
f(t)δc(t)dt = f(0)

となる.
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• δc(t − nT )は デルタ関数を 時間軸に関して
nT シフトしたものであり, よって

∫ ∞

−∞
f(t)δc(t− nT )dt = f(nT )

である.
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• 信号 x = (x(nT ))n∈Nにx∗ =
∑

n∈Z
x(nT )δc(t−

nT ) を対応させる. これを信号 xに対応す
るインパルス列と呼ぶ
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• 連続時間信号xc(t)の標本化を, xc(t)にm(t) =∑
n∈Z δ(t−nT ) を乗ずる演算と見倣す. この

演算をおこなう素子を,理想サンプラと呼ぶ.
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• D/A変換を, 数列 x = (x(nT ))を インパル
ス列に変換し, 次に x∗を伝達関数

H(s) =
1− e−sT

s

に通して xCを得る処理と見倣す.
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• H(s)のインパルス応答を hとすると,

h(t) =

{
1, 0 ≤ t < T,

0, それ以外

である.
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• A/D変換を, 連続時間信号 xC(t) をインパル
ス列 x∗ =

∑
n∈N x(nT )δC(t− nT ) に変換し,

続いてそれを数列 x = (x(nT ))n∈Nに変換す
る処理と解釈する.
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• 次のページに, アナログとディジタルの世界
のあいだに「中間表現」を含む図を示す. こ
の「中間表現」は,コンピュータの処理を仮想
的に分解したもので, 物理的な実体はない.
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    制御対象

ディジタル
 の世界

アナログの世界

「離散化」された制御対象
         (伝達関数表現)

サンプラ

 H(s)デルタ列を 
数列に変換

数列をデル
タ列に変換

y

u u*

y*
yC

uC

G(s)

D/A

A/D
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• ラプラス変換作用素を L[·], 逆ラプラス変換
作用素をL−1[·], z変換作用素をZ[·]と書く.

• 積分と無限和の順序は交換できるものとする.

• 離散化の対象となる伝達関数が G(s) から
G(s)H(s) = G(s)1−e−sT

s
に変わることに注

意する. 記法の簡単のため, これをGH(s)と
書く. gH(t) = L−1[GH(s)]とする.
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• u∗ から y∗への (連続時間)伝達関数を G∗
H(s)

とする. G∗
H(s) は, u∗ を連続時間単位インパ

ルスとし,対応する y∗ をLaplace変換するこ
とで求められる. 具体的に計算すると,

G∗
H(s) =

∫ ∞

0

gH(t)
∑

n∈N
δC(t− nT )e−stdt

=
∑

n∈N
gH(nT )e

−snT
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• uから yへのパルス伝達関数をGD(z)とする.

GD(z)は, uを離散時間単位インパルスとし,

対応する yを z 変換することで求められる.

y(n)と yC(nT )を対応させたことを思い出せ
ば, GD(z) =

∑∞
n=0 gH(nT )z

−nである.
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• 以上によって, G∗
H(s) = GD(z)|z=esT である.
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