
ディジタル制御 第2回

離散時間システムの表現 (1)

差分方程式・
z変換・

パルス伝達関数
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差分方程式

• 以下のようなシステムを考える.
入力
u(t)−→ システム −→

出力
y(t)

• その入出力関係は次のp階微分方程式で表現
されているものとする: ( (k)は k階微分)

p∑

k=0

αky
(p−k)(t) =

q∑

k=0

βku
(q−k)(t)
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• p, q ∈ Nで, 通常は p ≥ qである (因果的).

• このシステムの離散時間近似モデルを求める.

サンプリング周期を Ts(一定)とする.
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• y′(nTs)を差分

y((n+ 1)Ts)− y(nTs)

Ts

で近似する.

• 同様に, y(k)(nTs)を差分

y(k−1)((n+ 1)Ts)− y(k−1)(nTs)

Ts

で近似する.
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• 上記を再帰的に適用すると, 最終的に微分を
含まない近似式が得られる.
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• 1階の微分方程式の計算例を示す.

y′(t) = ay(t) + bu(t)

⇒y((n+ 1)Ts)− y(nTs)

Ts
≃ ay(nTs) + bu(nTs)

⇒y((n+ 1)Ts) ≃ (1 + aTs)y(nTs) + bTsu(nTs)

• y(nTs) などを略して y(n) などと書くと…

y(n+ 1) ≃ (1 + aTs)y(n) + bTsu(n)
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• 高階のシステムでも同様の計算をおこない,

係数を適切に書き換えると, 次のような形の
(近似)離散時間モデルが得られる:

p∑

k=0

aky(n+ k) =

q∑

k=0

bku(n+ k)

• このような方程式を差分方程式と呼ぶ.
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• 上記は微分の近似を含むのだが…
• 高階の微分方程式を上記の方法で離散化する
と, 離散化に伴う誤差の影響が大きくなりや
すいので注意.
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• 離散化の方法の詳細については次回の講義で
述べるが…

• 以下の形で連続時間の状態空間表現を経由し
て離散化すると微分の近似を含まない入出力
差分方程式を得ることもできる.

D/A

A/D
    制御対象
(状態空間表現)

入力数列

出力数列

連続時間の世界
離散時間の世界
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• 入出力微分方程式を連続時間伝達関数に直し
てから離散化する方法もあるが,より複雑 (次
回).

• 制御対象がコンピュータシステムなどの場合
に, 制御対象の数学モデルが始めから入出力
差分方程式で与えられていることもある.

• よって, 入出力差分方程式は, 必ずしも入出
力微分方程式の近似というわけではない.
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• ap 6= 0のとき, 先の式では, y(n+ p)が y(n+

p − 1), . . . , u(n + q), u(n + q − 1), . . . から
求められる形になっているが, y(n)が y(n−
1), . . . , u(n), u(n − 1), . . . から求められると
いう形で書く流儀もある:

p∑

k=0

aky(n−k) =

q∑

k=0

bku(n−k)
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• 微分方程式の解を求めるときには, 大抵の微
分方程式は解析的な手段では解けないので,

差分方程式による近似を要することが一般的.
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• 差分方程式を満たす数列 (y(n))n∈Nを求める
ことを,差分方程式を解くという (n ∈ Zとす
ることもある). 微分方程式と同様に, 所与の
初期条件を満たす解を求める初期値問題や,

一般解を求める問題などがある.
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z変換

• 整数の時刻で定義された無限長の信号 x =

(x(n))n∈Zを考える. この信号の両側 z変換と
は, 次式によって定まる形式的羃級数である:

Z[x] =
∑

n∈Z
x(n)z−n.
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• 制御工学では,時不変のシステムを対象とし,

システムはある初期時刻 (零としてよい)に
動作を開始すると考えることが多い. この場
合, 時間軸は整数Zではなく自然数Nとなる
(この講義ではNに零を含める). このような
信号の z変換は次式で与えられる (これを片
側 z変換と呼ぶ).

Z[x] =
∑

n∈N
x(n)z−n.
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• 片側 z 変換は, n < 0のとき x(n) = 0とな
る信号を両側 z変換しているものと解釈する
こともできる. このような信号を因果的な信
号と呼ぶことがある.
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• その出力が未来の入力に依存しないシステム
を因果的なシステムと呼ぶ. 因果的な時不変
システムの性質を調べるときには両側z変換
は不要で, 片側 z変換のみを考えればよい.
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• z変換は, 線形時不変入出力差分方程式の取
り扱いやすい別表現を与え, かつその求解を
容易にするという意味で有用.

• 制御工学やリアルタイム信号処理では片側z

変換を用いることが多いが, 非リアルタイム
信号処理では両側 z変換を用いることもある.

• 両側 z変換と片側 z変換は,いずれも z変換と
略して呼ばれることが多い.
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• z 変換がこの形で提案されたのは 1952年で
あるが, z 変換とは, 信号が解析関数に対応
しているものと解釈し, 信号の各時刻におけ
る値を解析関数のローラン展開の係数と解釈
しているに過ぎない. ローラン展開は Pierre

Alphonse Laurent (1813-1854)による.
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• 以下では, 信号を z変換する作用素をZ[·]と
書く.

• 以下しばらく, X = Z[x]のように, z変換前
の信号は英文字の小文字で書き, z変換後の
信号は対応する大文字で表す.

20/113



• 片側 z 変換, 両側 z 変換とも, 複素関数論で
学んだローラン級数の形になっている. した
がって, これらが絶対収束するか否かが問題
となる. 絶対収束しない場合には, 逆 z変換
(後述)によって信号の値を復元することはで
きない.
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• まず両側 z変換の収束の条件を調べる.

• 両側 z変換は zに関する正の羃の部分と負の
羃の部分から成るので, その双方に対して収
束半径を求めねばならない.
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• zの羃の次数が零以下になる部分
∞∑

n=0

x(n)z−n

を考える.

• これは, 1/z = wと変数変換すると, 以下の
ようになる.

∞∑

n=0

x(n)wn
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• この無限級数の収束半径は次式によって与え
られる (複素関数論を使う).

r1 =
1

lim supn→∞
n
√

|x(n)|
.
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• |w| < r1のとき先の無限級数は絶対収束する.

したがって, w = 1/zより, |z| > 1/r1のとき,

もとの無限級数は絶対収束する.
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• すなわち,

R1 = lim sup
n→∞

n
√
|x(n)|

とすると, |z| > R1で無限級数

∞∑

n=0

x(n)z−n

は絶対収束する.
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• zの負のべきの部分の無限級数は, 定性的に
は,「原点から十分離れたところで収束する」
という形になっていることに注意する.
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• 次に, zの羃の次数が正になる部分

−1∑

n=−∞
x(n)z−n

を考える.

• 当面, この無限級数が絶対収束すると仮定す
る.
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• −n = kとおく. 絶対収束する級数では, 収束
円の内部で和の順番を入れ換えることができ
るから, 収束円の内部では, 先の無限級数は

∞∑

n=0

x(−n)zn

のように書き換えられる.
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• 並べ換え後の無限級数の収束半径は, 再び複
素関数論を用いることにより, 以下のように
なる.

R2 =
1

lim supn→∞
n
√
|x(−n)|
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• 収束円の内部では和の順番の入れ換えが可能
だから, 並べ換え前の級数もこの円の内部で
収束する.
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• zの正のべきの部分の無限級数は, 定性的に
は, 「原点に十分近いところで収束する」と
いう形になっていることに注意する.
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• これらを纏めると以下の結論が得られる.

• R1 > R2の場合には, 信号 (x(n))n∈N の z変
換は意味を持たない (収束しない).

• R1 < R2のとき, 信号 (x(n))n∈N の z変換は

R1 < |z| < R2

の領域で (絶対)収束し, 意味を持つ.
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• 集合
Dx = {z : R1 < |z| < R2}

を信号 xの収束領域と呼ぶ).
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• 収束領域において, X(z)は z の解析関数に
なる.

• 実用上は,必要に応じ,解析接続によって,X(z)

の定義域を拡張する.
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• 次に, 片側 z変換の収束領域を考える.

• 片側 z変換では, zの正の羃の部分がないか
ら, 先の条件のうちR2に関する条件は不要
で, 集合

Dx = {z : R1 < |z|}

において信号 xの z変換は収束する.
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• 改めて収束領域を書き直しておくと, 以下の
ようになる.

Dx = {z ∈ C : lim sup
n→∞

n
√

|x(n)| < |z|}
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• 理論的にはDx = {∞}ということもあり得
るが (空集合にはならない), 応用上は稀.

• 実用上重要で, この講義における主な関心の
対象である有限次元線形時不変システムでは,

R1はつねに有限の値となり,その片側 z変換
は複素平面から原点を中心とした半径R1の
閉円板を除いた領域で収束する.
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• 以上の理由により, 片側 z変換は両側 z変換
より取り扱いやすい.
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• 信号処理の分野では, 因果的な信号と非因果
的な信号をともに取り扱う必要があるため,

片側 z変換と両側 z変換の双方が取り扱われ
ることが一般的であるが,制御の分野では,因
果的な信号のみを対象とすることが多いため,

「z変換」と言えば片側 z変換のことを指し,

両側 z変換は取り扱わないこともある.
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逆 z変換

• Dx 6= ∅のとき, X(z) = Z[x]はDxにおける
正則関数で, xを z変換する式はX(z)のロー
ラン展開だから, X(z)を逆 z変換するには,

ローラン展開の係数を求めればよい.
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• Dxの定義を思い出しておく.

Dx = {z : R1 < |z| < R2}
R1 = lim sup

n→∞
n
√

|x(n)|

R2 =
1

lim supn→∞
n
√

|x(−n)|

• Dx 6= ∅ のとき, Dx は原点を中心とする円環
状の領域である.
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• 我々は, ローラン級数
∑

n∈Z
cnz

n

の係数 cnを求めたいのであるが…
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• 複素関数論で学んだように, Cを原点を中心
とするDx内の円とすると, cnは複素積分

cn =
1

2πj

∫

C

f(ζ)

ζn+1

dζ

によって求められる (jは虚数単位).
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• 以下では, 解析関数を逆 z変換する作用素を
をZ−1[·]と書く.

• 先に述べたように, Cを原点を中心とするDx

内の円とすると, X(z)の逆 z変換, すなわち

x(n) =
(
Z−1[X ]

)
(n)

は, 次ページの式によって与えられる.
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x(n) =
(
Z−1[X ]

)
(n)

=
1

2πj

∫

C

X(ζ)ζn−1dζ.
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• 複素積分における円 C を収束領域の内部に
取らなければならないことに注意.
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• z 変換は Z[x]を加工した後で逆 z 変換して
「時間領域」(工学的な解釈)の信号を復元で
きるから意味がある (実際に複素積分によっ
て逆変換をおこなうことは稀ではあるが).

• 収束領域が空集合の場合には逆変換ができな
いから, 形式的に z変換を定義しても役に立
つとは言い難い.
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• 多くの場合, 信号を z変換した結果は zの有
理式となり, その逆 z変換は有理式に代数的
な演算を施した結果と既知の関数のz変換を
対応させることで求められる (大抵は指数関
数と時間シフトの組み合わせ (次回以降)).
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片側 z変換の例

• a ∈ C \ {0}とし, 次のような信号 (指数関数)

を考える:

x(n) =

{
an, n ≥ 0,

0, n < 0
.
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z変換の収束領域はDx = {z : |z| > |a|}で,

この領域で

X(z) =
∑

n∈N
anz−n =

1

1− az−1
.
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• 次に, 単位ステップ us, すなわち

us(n) =

{
1, n ≥ 0,

0, n < 0
.

を考える.
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単位ステップは指数関数において a = 1とし
た場合だから, その z変換は

Us(z) =
∑

n∈N
z−n =

1

1− z−1
.
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z変換の性質

• 以下ではx, x1, x2, wを信号とし,これらを z

変換したものをX , X1, X2, W , これらの収
束領域をDx, Dx1 , Dx2 , Dwと書く.

• τmを, 信号を時間軸に関してmステップ遅
らせる演算子とする:

(τmx)(n) = x(n−m).
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z変換の線形性

• Dx1 ∩Dx2 6= ∅のとき,任意の a1, a2 ∈ Cに対
し, a1x1+a2x2が定義され, z ∈ Dx1∩Dx2 6= ∅
に対し

Z[a1x1 + a2x2](z) = a1X1(z) + a2X2(z)

となる.
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証明: これは無限級数の性質を言い換えて
いるだけなので, 証明するまでもない.
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z変換と (非因果的な)信号の時間シフト

• m ∈ Zに対し, Dxにおいて
(Z[τmx]) (z) = z−mX(z).
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証明:

(Z[τmx]) (z) =
∑

n∈Z
x(n−m)z−n

だが, n − m = kと変数変換すると, −n =

−m− kで, Dxにおいて

(Z[τmx]) (z) =
∑

k∈Z
x(k)z−m−k = z−mX(z).
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• この結果を踏まえ, 信号を時間軸に関して 1

ステップ遅らせる演算子 τ1を

z−1

と書くことも多い.
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(片側)z変換と因果的な信号の時間シフト

• 信号 xは因果的とする. すなわち, n < 0の
とき x(n) = 0と仮定する.
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• m ≥ 0のときは, 非因果的な信号と同じ理
由で,

Z[τmx] = z−mZ[x]

となる.

• m < 0の場合にも同じ式が成り立つのだが…
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• これを詳しく書くと

zZ[x] =

∞∑

n=0

x(n)z−(n−1)

=
∞∑

n=−1

x(n + 1)z−n

となり, zZ[x]は時刻−1で値 x(0)を取る信
号に対応するので, 因果的な信号の世界から
逸脱している.
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• 因果的な信号の世界で話を閉じるという観点
では, これは不都合である.

• この不都合を解消するために,邪魔なx(0)を
消したい.
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• 不都合を解消するために, 先の式を

z (Z[x]− x(0)) =
∞∑

n=1

x(n)z−(n−1)

=
∞∑

n=0

x(n + 1)z−n

と書き直す.
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• 先の式から,

(Z[x]− x(0))

は因果的な信号になっていることがわかる.

65/113



• この議論を一般化する.
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• usを単位ステップとする.

• 因果的な信号 xに対し,

τ ′mx =

{
τmx m ≥ 0

(τmx)us m < 0

と定義する.
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• 先の式は, 「計算に都合が悪い部分の信号値
は零にする」という意味である.

• m < 0のときには, 片側 z変換できる信号は,

τmxではなく

τ ′mx = (τmx)us

である.
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• 以上の準備のもとで, 先の式より,

z (Z[x]− x(0)) = Z[τ ′−1x].
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• m ≥ 2についても同様で, τ ′mxは, τmxから
負の時刻側にはみ出した系列

x(0), x(1), . . . , x(m− 1)

を削除することによって得られるから,

zm

(
Z[x]−

m−1∑

k=0

x(k)z−k

)
= Z[τ ′−mx].

となる.
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• 以上の議論を, 改めて図で説明する.
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(τ1x)(n)=x(n-1)

0 1 2 3-1-2

因果的な信号x

0 1 2 3-1-2

mが正ならτmxは因果的な信号になる
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(τ-1x)(n)=x(n+1)

0 1 2 3-1-2

因果的な信号x

0 1 2 3-1-2

mが負ならτmxは因果的な信号にならない

信号に単位ステップを乗ずることでここを捨てる
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• システムを過渡応答を無視するときには (応
用上はこのようにすることが多い),前ページ
左辺の x(0), . . . , x(m− 1)をすべて零とする.

この場合には,

zmZ[x] = Z[τ ′−mx].

となる.
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指数関数との積

• z0 ∈ C \ {0}に対し, 信号 yを y(n) = zn0 x(n)

によって定義すると,収束領域 (後で求める)

では (Z(y)) (z) = X(z/z0).
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証明: 収束領域では

Z[y] =
∑

n∈Z
zn0x(n)z

−n = X(z/z0).

xの収束領域をDxとすると, yの収束領域は
Dy = |z0|Dxであることが上極限を使った収
束領域の計算法を適用することで確認できる.
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畳み込み

• 記号 ∗は信号の畳み込みを表すものとする.

Dx1 ∩D∩x2 6= ∅と仮定する. このとき,

Z[x1 ∗ x2] = X1X2.
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証明: Dx1 ∩Dx2 でX1とX2はともに正則
だから, X1X2も正則である. (X1X2)(z)はこ
の領域で絶対収束するから, 和の順番を入れ
換えが可能で, 次式が成立する.

(X1X2) (z) =
∑

x1(m)x2(n−m)zn.

これは (x1 ∗x2)(n)と一致するので, ローラン
展開の一意性から. Z[x1 ∗ x2] = X1X2.
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Xの微分

• yを
y(n) = nx(n)

によって定まる信号とすると, Dxにおいて

Y (z) = −z
dX(z)

dz
.
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証明 (1/2): DxにおいてX は正則だから
微分可能で,かつこの領域で項別微分できる.

また, 関数

z 7→ zdX(z)/dz

もDxで正則である.
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証明 (2/2): よって, Dxにおいて

−zdX(z)/dz = −z
∑

n∈Z
(−n)x(n)z−n−1

=
∑

n∈Z
nx(n)z−n.

したがって, ローラン展開の一意性から, Dx

において

Y (z) = −z
dX(z)

dz
.
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複素共役

• Dxにおいて

(Z[x]) (z) = X(z).
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証明: 収束半径を計算する際にはx(n)の絶
対値しか使わなかったから, x の z変換の収
束領域は xのそれと同一でDx. Dxにおいて

(Z[x]) (z) =
∑

n∈Z
x(n)z−n

= X(z).
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因果的な信号の初期値

• xが因果的でDx 6= {∞}のとき,

lim
z→∞

X(z) = x(0).
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証明 (1/2): Dx 6= {∞}ならDxはある原
点を含む円の外部だから, |z|が十分大きいと
き, X(z)は有限値となる. zを固定すると,任
意の ε > 0に対し, あるK > 0が取れ,

∣∣∣∣∣X(z)−
K−1∑

n=0

x(n)z−n

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∞∑

n=K

x(n)z−n

∣∣∣∣∣ < ǫ

とできる.
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証明 (1/2): K > 0を固定すると,
∞∑

n=K

|x(n)z−n|

は |z|に対し単調減少するから, このまま
z → ∞ とすると∣∣∣lim

z→0
X(z)− x(0)

∣∣∣ < ε.

εは任意だったから, limz→0X(z)− x(0).
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因果的な信号の最終値

• xが因果的で, n → ∞としたとき有限の極限
x(∞)に収束すると仮定する. このとき, zを
実軸上で右から 1に近付けた極限を

lim
z→1+0

と書くことにすると,

x(∞) = lim
z→1+0

(z − 1)X(z)
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証明 (1/9): usを単位ステップとし,

w = x− x(∞)us

とおく. また, |z| > 1とする. xおよびwはそ
れぞれ x(∞)および零に収束するから, これ
らの z変換は複素単位円の外部で意味を持つ.
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証明 (2/9):

X(z) = Z[x] および W (z) = Z[w] に対し,

W (z) = X(z)− x(∞)
z

z − 1

であり, したがって,

(z − 1)W (z) = (z − 1)X(z)− x(∞)z

である.
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証明 (3/9): ε > 0をひとつ固定する. wは
零に収束するから,

∃N, ∀n ≥ N, |w(n)| < ε

である.
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証明 (4/9):

W (z)−
N−1∑

n=0

w(n)z−n = Θ(z)

とおく. すると,

Θ(z) =

∞∑

n=N

w(n)z−n

である.
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証明 (5/9): |Θ(z)|は以下のように上から
押さえられる.

|Θ(z)| ≤
∞∑

n=N

|w(n)||z|−n ≤ ε

∞∑

n=N

|z|−n

≤ ε

∞∑

n=0

|z|−n ≤ ε
|z|

|z| − 1
.
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証明 (6/9):

(z − 1)X(z)− x(∞)z = (z − 1)W (z)

であったが, この右辺は

(z−1)W (z) = (z−1)

(
N−1∑

n=0

w(n)z−n +Θ(z)

)

と書き直せる.
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証明 (7/9): したがって,

|(z − 1)X(z)− x(∞)z|

≤ |z − 1|
∣∣∣∣∣
N−1∑

n=0

w(n)z−n

∣∣∣∣∣+ ε
|z||z − 1|
|z| − 1

.
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証明 (8/9): zを実軸上で 1に右から近付け
るという状況を表すために,

z = 1 + h, h > 0

と書く. このとき, |z| = z = 1+hである. こ
のとき,

|z||z − 1|
|z| − 1

=
(1 + h)h

h
= 1 + h

となる.
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証明 (9/9):

lim
z→1+0

∣∣∣∣∣
N−1∑

n=0

w(n)z−n

∣∣∣∣∣は有限で, εは任意だか

ら, 先の式より,

lim
z→1+0

|(z − 1)X(z)− x(∞)z| = 0

となる. したがって,

lim
z→1+0

(z − 1)X(z) = x(∞).
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パルス伝達関数

• 入力信号をu, 出力信号を yとし, システムの
入出力関係が信号hとの畳み込みによって与
えられているものとする. u, y, hは因果的で
あると仮定する.
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• システムのパルス伝達関数 (あるいは伝達関
数)とは, 入力信号と出力信号を z 変換した
ものの比である. z変換が収束することは暗
黙のうちに仮定される.
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• h ∗ uの収束領域において, y = h ∗ uという
入出力関係を持つシステムの伝達関数は,

H(z) =
Y (z)

U(z)

によって与えられる. ただし,

H(z) =
∑

n∈N
h(n)z−n

である.
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• 今後, いちいち収束領域について記述するこ
とは省略する.

• システムの入出力関係がインパルス応答との
畳み込みによって与えられているときには,

その伝達関数を上記のようにして直ちに求め
ることができる.
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入出力差分方程式とパルス伝達関数

• 以下の入出力差分方程式をn ≥ 0の範囲で解
くことを考える (y(0)は任意).

y(n+ 1) = −ay(n) + bu(n).
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• (因果的な)時間進み作用素 τ ′−1を用い, この
差分方程式を以下のように書き換える (すべ
ての nでこの等式が成り立つという意味).

τ ′−1y = −ay + bu.

102/113



• 両辺が z変換可能であると仮定し,

z (Z[y]− y(0)) = Z[τ ′−1y]

を用いると,

zY (z)− zy(0) = −αY (z) + βU(z)

となる.
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• これを書き直して…

Y (z) =
β

z + α︸ ︷︷ ︸
伝達関数

U(z) +
z

z + α
y(0).

︸ ︷︷ ︸
過渡応答
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• 次に, 話を一般化して, 以下の入出力差分方
程式を考える (p ≥ q).

p∑

k=0

αky(n+ k) =

q∑

k=0

βku(n+ k)
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• 先と同様に, この差分方程式を以下のように
解釈する.

p∑

k=0

αkτ
′
−ky =

q∑

k=0

βkτ
′
−ku

106/113



• 両辺を z変換すると, 以下のような形になる.

p∑

k=0

αkz
kY (z) + (初期値依存項A)

=

q∑

k=0

βkz
kU(z) + (初期値依存項B)
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ただし,

⊲ (初期値依存項A): y(0), . . . , y(p− 1)か
ら定まる zの p次の多項式

⊲ (初期値依存項B): u(0), . . . , u(q − 1)か
ら定まる zの q次の多項式

である.
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• パルス伝達関数を求めるときには, 初期値に
依存した項 (過渡応答)を無視するから…

Y (z) =

q∑

k=0

βkz
k

p∑

k=0

αkz
k

︸ ︷︷ ︸
伝達関数

U(Z)
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• 入出力差分方程式から対応する伝達関数を求
めるには,形式的に y(n+k)を zkY (z), u(n+

k)を zkU(z)で置き換えてから,

Y (z)

U(z)

を計算すればよい.
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• 過渡応答を問題にするときには初期値依存項
を無視できないことに注意.
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• ap 6= 0のとき, パルス伝達関数の分子と分母
をαpで割っても, パルス伝達関数は不変. そ
こで, 通常は, 分母の zに関する最高次の羃
の係数を 1とし, ak = αk/αp, bk = βk/apと
して, 伝達関数を

∑q
k=0 βkz

k

zp +
∑p−1

k=0 akz
k

のように書く.
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• 分母と分子にさらに z−pを乗じ,

∑q
k=0 βkz

k−p

1 +
∑p−1

k=0 akz
k−p

のように書く流儀もある.
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