
電子情報通信実験 テーマ 11

ディジタルフィルタ講義
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ディジタル信号処理とは何か

• 離散時間信号処理 (音声)

• 離散 (空間)信号処理 (画像)

• 独立変数が離散的な値を取る
• 信号値は離散的な場合と連続的な場合がある
• 多くの場合ディジタルプロセッサが前提
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(対比)アナログ信号処理

• 独立変数, 従属変数とも連続的な値

• 数学的枠組と解釈してもよいが…
• アナログ素子を前提とした信号処理を指す場
合もある
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• 我々が住む世界はアナログ
• コンピュータの処理はディジタル
• 信号処理がコンピュータシステムの内部で閉
じているときにはディジタルな演算のみで処
理が完結するが…

• アナログの世界と情報をやり取りするときに
は,「アナログからディジタルへ」「ディジタ
ルからアナログへ」の変換が必要になる
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• アナログの世界の信号を…

⊲ アナログ信号処理 ⇒ 変換は不要
⊲ ディジタル信号処理 ⇒ 変換が必要

• ディジタル信号処理は変換という工程を含む
分アナログ信号処理より複雑だが…

• 実用上はディジタル信号処理の方がよく使わ
れる
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なぜディジタルで処理するか

• ディジタル処理は柔軟:

⊲ コンピュータのプログラムで書けること
は何でもできる

⊲ システムの拡張が容易
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• ディジタル処理は高品質：

⊲ 想定外の雑音が混入するリスクが少ない

⊲ 長期記憶が可能で,経年変化や環境の変
動の影響を受けにくい
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• ディジタル処理はLSI化および大量生産によ
って小型化, 低コスト化が可能

• 中心部分はコンピュータのプログラムなので,

仕様変更に柔軟に対応可能で, 相対的に開発
者の熟練を要さず, 製品のばらつきが少ない
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ディジタル処理の欠点は?

• 処理内容が極めて簡単なときには回路規模的
にアナログ処理と比べて不利

• 処理速度に限界がある (CPU, I/O等の能力)

• 量子化雑音, 演算雑音の影響がある

• クロックの発する高周波雑音が周辺回路に影
響することがある
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離散時間信号・ディジタル信号

• 音声のような時間とともに変わる信号を考え
る (アナログ信号)

• コンピュータで処理するために, 飛び飛びの
時刻 (簡単には一定周期)で, 信号の標本を取
得する (標本化;サンプリング (sampling)). 標
本化された信号を離散時間信号 (あるいはサ
ンプル値信号)という.
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• 続いて, 標本化された信号の値 (連続値)を
離散的な値 (とり得る値が有限個)に変換す
る (量子化). 標本化および量子化された信号
をディジタル信号と呼ぶ.

• 量子化とは, 有限個のビットパターンの中で,

その示す数値が量子化したい信号の値に最も
近いものを選ぶ操作であり, 近似誤差が伴う
(量子化誤差).
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• この実験では, ディジタル信号とは, 標本化
および量子化された信号であると定義する.

• 実験で用いるサンプル音声は, 標本化および
量子化されているので, ディジタル信号であ
る.
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• 最も単純には, 標本化は一定時間ごとにおこ
なわれる (この講義ではこのような状況のみ
を考える);この周期を標本化周期あるいはサ
ンプリング周期という.

• 標本化周期の逆数を標本化周波数あるいはサ
ンプリング周波数という.

• 標本化周波数に 2πを乗じたものを標本化角
周波数あるいはサンプリング角周波数という.
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• サンプリング周期をTsとすると, 離散時間信
号あるいはディジタル信号の値は Tsの整数
倍 (0, Ts, 2Ts, 3Ts, . . .)の時刻のみで定義され
るが・・・

• サンプリング周期Tsを毎回書くのは冗長なの
で,これを略して,時間軸を整数 (0, 1, 2, 3, . . .)

と書き直すことが多い
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• x(t)を標本化すると (x(0), x(Ts), x(2Ts), . . .)

となるが, Tsを略して,

(x(0), x(1), x(2), . . .)

あるいは

(x[0], x[1], x[2], . . .)

と書くことが一般的 (( )を使うか [ ]を使
うかは流儀による).
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• 信号 (x[n])n∈Zを考える.

• Zは整数全体の集合

• (x[n])n∈Zは nを添字とする数列をあらわす

• {x[n]}n∈Zと書くこともある
• 数学的には, 信号とは数列のこと.
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基本信号

• 単位インパルス (δ[n])n∈Zは, n = 0で 1, n 6=
0で 0となる信号この信号はディジタル信号
処理において, Diracのデルタ関数と類似し
た役割を果たす.

• 単位ステップ (u[n])n∈Zは, n < 0で 0, n ≥ 0

で 1という値を取る信号. u[n] =
∑∞

k=0 δ[n]

という関係が成り立つ.
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畳み込み

• 信号 uと信号 vに対し, u ∗ vという新しい信
号を次式によって定義する.

(u ∗ v)[n] =
∞∑

m=−∞
u[m]v[n−m].

これを uと vの畳み込み (たたみこみ)ある
いは, 重畳, convolution と呼ぶ. この演算
を導入する理由は次ページで述べる.
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インパルス応答

• 単位インパルス δ に対するシステムの応答
L[δ]をインパルス応答という.

• 線形時不変システムの入力xに対する応答は,

入力 xと インパルス応答の 畳み込みで与え
られる. このため, 畳み込みは理論・応用の
双方で重要.
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畳み込み積分との比較

• 連続時間信号u(t)と v(t)に対し, u(t)と v(t)

の畳み込み積分は∫ ∞

−∞
u(t− s)v(s)ds

によって定義されていた.

• 離散時間の畳み込み (畳み込み和)は連続時間
の畳み込み積分と本質的に同じものである.
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• これは, 言い換えると, 連続時間信号処理に
おける時間に関する積分と離散時間信号処理
における時間に関する和が対応するというこ
とを意味している.

• これを確認する.
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• 時刻 0, 1, 2, 3, . . .で標本化された信号を考え
る.

• サンプル点のあいだの信号値に関する情報は
ないものとする.
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0

u(t)

1 2 3 t
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•
∫ 4

0

u(s)ds を標本値から近似計算することを

考える.

• サンプル点間の補間には色々な方法が考えら
れるが, もっとも簡単なものは, 次のサンプ
ルが得られるまで最も最近の値を保持する零
次ホールドと呼ばれるものである.
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0

u(t)

1 2 3 t

零次ホールドによる値の保持
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• 零次ホールドによって補間された信号を û(t)

とし, û(t)を時刻 0から 4まで積分すると,

∫ 4

0

u(s)ds = u(0) + u(1) + u(2) + u(3)

=

3∑

n=0

u(n)

となり, 確かに積分が和に変わっている.
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フーリエ級数とフーリエ変換

• 工学では, 周期的な信号がよく用いられる.

• 周期的な信号の解析および処理には, フーリ
エ級数展開が有用.
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• 周期 2πの信号のフーリエ級数展開は, 典型
的には, 次のように定義される.

f(t) ∼ a0
2

+

∞∑

n=1

an cosnt + bn sinnt

an =
1

π

∫ π

−π
f(t) cosnt

bn =
1

π

∫ π

−π
f(t) sinnt
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• 先の式において, 記号「∼」は気持としては
等号にしたいところなのであるが, この部分
が等号になるためには, f(t)に色々条件を付
けなければならない (色々条件を付ければ等
号になる).
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• 上記は周期が 2πの場合なのであるが…

• 周期を T に一般化することもできる.

• 周期 T の信号のフーリエ級数展開は, 典型的
には, 次のように定義される.
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f(t) ∼ a0
2

+

∞∑

n=1

an cos
2πn

T
t + bn sin

2πn

T
t

an =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) cos
2πn

T
t

bn =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) sin
2πn

T
t
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• 周期信号を取り扱う場合, 文献によって周期
を T とするものと 2T とするものがあるので
注意.

• 工学系では周期を T とすることが一般的.
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• オイラーの公式

ej
2πn
T
t = cos

2πn

T
t+ j sin

2πn

T
t

を用いると, 周期 T のフーリエ級数展開を,

よりコンパクトに表現することができる.

• jは虚数単位. 工学系では,電流の記号との混
乱を避けるため, 虚数単位の記号として jが
よく用いられる.
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• 天下り式であるが, n ∈ Zに対し (nが負の値
をとり得ることに注意),

Cn =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(t)e−j
2πn
T
tdt

と定義する.
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• 定義から, a0 = C0である.

• 一方, n ≥ 1に対し,

Cn =
1

2

(
an − jbn

)
, C−n =

1

2

(
an + jbn

)

だから,

an = Cn + C−n, bn = j
(
Cn − C−n

)

である.
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• よって,

an cos
2πn

t
t + bn sin

2πn

t
t

=
(
Cn + C−n

)ej 2πn
T
t + e−j

2πn
T
t

2

+ j
(
Cn − C−n

)ej 2πn
T
t − e−j

2πn
T
t

2j

= Cne
j 2πn

T
t + C−ne

−j 2πn
T
t.
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• まとめると,

f(t) ∼
∞∑

n=−∞
Cne

j 2πn
T
t

Cn =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(t)e−j
2πn
T
tdt

• これを複素フーリエ級数と呼ぶことがある.
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• 正弦関数および余弦関数を用いたフーリエ
級数 (英語では Trigonometric Fourier Series,

Fourier Trigonometric Series, Trigonometric

Seriesなどと呼ばれるが, 対応する日本語は
定着していないようである)と比較すると,複
素フーリエ級数の方が記憶しやすい形になる.
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• フーリエ級数展開は, 周期 T の周期関数に対
して適用されるものであるが…

• 周期 T を無限大にした極限を取ることによ
り, 非周期的な信号を取り扱うことができる
(収束に関しては色々と条件が必要ではある
が).
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• 信号 gのフーリエ変換は, 以下のように定義
される.

F [g](Ω) =

∫ ∞

−∞
g(t)e−jΩtdt

• 複素フーリエ級数ではフーリエ係数Cnはn ∈
Zに対してのみ定義されていたが, フーリエ
変換では, F [g](Ω)は Ω ∈ Rに対して定義さ
れた関数になる.
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• 信号 G(Ω)の逆フーリエ変換は, 以下のよう
に定義される.

F−1[G](t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
G(Ω)ejΩtdΩ
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• 性質の良い関数 (色々条件が必要)をフーリエ
変換してから逆フーリエ変換すると, もとの
関数に戻ることが証明できる (詳細は工業数
学 IIIの範囲なので略)

• フーリエ変換の定義にはバリエーションがあ
る (本を見るたびに書いてあることが違うと
いうことも)
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• 複素フーリエ級数展開とフーリエ変換を対比
して考える.
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• フーリエ係数 {Cn : n ∈ Z}の書き方を少し
変えて, {C(n) : n ∈ Z}とすると, フーリエ
係数はnを独立変数とする関数と解釈できる
ことがわかる.

• この解釈のもとで, 区間 [−T/2, T/2]で定義
された関数 f(t)と n ∈ Zで定義された関数
C(n)が対応する.
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• たとえば,

f(t) = 3 + 2 cos t

は周期 2πの関数で, 対応する複素フーリエ
係数は

C(0) = 3, C(1) = 1, C(−1) = 1

であり, |k| ≥ 2に対して C(k) = 0である.
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関数とフーリエ係数の対応関係は以下の通り.
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• 一方, たとえば,

f(t) = e−|t|

をフーリエ変換すると,

F (Ω) =
2

1 + Ω2

となる.
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f(t)と F (Ω)の関係は以下の通り.
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• この例ではフーリエ係数やフーリエ変換は実
数値になっているが, 一般にはこれらは複素
数値である.
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• 今後,模式的な図を描くときには,フーリエ係
数やフーリエ変換の振幅情報をイメージして
実数値関数のように見えるグラフがあるが,

振幅の情報と併せて位相の情報も存在するこ
とを忘れないように.
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離散時間フーリエ変換

• 周期 T の連続時間信号 f(t)では, 独立変数 t

は [−T/2, T/2] ∈ Rの任意の値を取った. そ
して, 対応するフーリエ係数Cnは, n ∈ Zに
おいて定義された. また, フーリエ係数の集
合 {Cn : n ∈ Z}から, もとの信号を合成する
ことができた.
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• 一方, 離散時間信号 x(n)は, n ∈ Zにおいて
定義されているものであった.

• そこで, 関数とそのフーリエ係数の関係を反
転させて, 次ページのような対応関係を考え
ることができる.
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• 離散時間フーリエ変換 (Discrete-time

Fourier Transform, DTFT) は, 本質的に
は,先のページで見たように,周期関数とその
フーリエ係数の関係を反転させて考えたもの.
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• 応用上は, フーリエ級数展開やフーリエ変換
と同様に有用.

• ただし, 歴史的経緯から, フーリエ級数とは,

複素共役の取り方に相異がある.
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• 以下の対になった式を, 離散時間フーリエ変
換対という.

X(ω) =

∞∑

n=−∞
x[n]e−jnω

x[n] =
1

2π

∫ π

−π
X(ω)ejnωdω, n ∈ Z

第一の式を解析, 第二の式を合成と呼ぶこと
がある.
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• 歴史的理由から,複素共役の取り方が逆になっ
てしまっているが…
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• 複素フーリエ係数:

Cn =
1

2π

∫ π

π

f(t)e−jntdt

• 離散時間フーリエ変換 (合成):

x[n] =
1

2π

∫ π

−π
X(ω)ejnωdω
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• 複素フーリエ級数

f(t) ∼
∞∑

n=−∞
Cne

jnt

• 離散時間フーリエ変換 (解析)

X(ω) =

∞∑

n=−∞
x[n]e−jnω
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• 離散時間フーリエ変換と複素フーリエ級数が
やっていることは同じ (使い方が違うだけ).

61/247



スペクトル

• 時間領域の信号をフーリエ級数展開したとき
の係数や, 信号をフーリエ変換した関数のこ
とを, スペクトルあるいはスペクトグラムと
呼ぶ
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フーリエ変換と離散時間フーリエ変換

• 連続時間の信号 xが標本化周期 Tsで標本化
されているものとし, x[n] = x(nTs)とする.

(x[n])n∈Z ∈ l1と仮定する.

• (x[n])n∈Zの離散時間フーリエ変換が (−π, π]
で定義されているものとし, これを周期関数
に拡張しておく
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• 以下の対になった式を, 離散時間フーリエ変
換対という (復習). 区間の変更に注意. フー
リエ変換と区別するため, XDTFT(ω)という
記号を使っている.

XDTFT(ω) =

∞∑

n=−∞
x[n]e−jnω, ω ∈ (−π, π],

x[n] =
1

2π

∫ π

−π
XDTFT(ω)e

jnωdω, n ∈ Z.
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• 連続時間信号 xはフーリエ変換可能である
(フーリエ変換してから逆フーリエ変換する
ともとに戻る関数)と仮定し, xをフーリエ変
換したものをXFTと書く. XFTとXDTFTの
関係を知りたい.

• 逆フーリエ変換の公式から,

x(t) = 1
2π

∫∞
−∞XFT(Ω)e

jΩtdΩ である.
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• t = nTsでは x[n]は次のようになる.

x[n] = x(nTs) =
1

2π

∫ ∞

−∞
XFT(Ω)e

jΩnTsdΩ

• 積分の区間を
((
m− 1

2

)
2π
Ts
,
(
m+ 1

2

)
2π
Ts

]
に分

割すると (m ∈ Z),

x[n] =
1

2π

∑

m∈Z

∫ (m+ 1
2)

2π
Ts

(m− 1
2)

2π
Ts

XFT(Ω)e
jΩnTsdΩ
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• 各区間でΩ′ = Ω−m2π
Ts
という変数変換をす

ると, ejΩnTs = ej(Ω
′+m 2π

Ts
)nTs = ejΩ

′nTsより,

x[n] =
1

2π

∑

m∈Z

∫ π
Ts

− π
Ts

XFT(Ω
′ +m

2π

Ts
)ejΩ

′nTsdΩ′.

記号が Ω′のままだと見にくいので, Ωに書
き換えておく.
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• 逆フーリエ変換を使ってXFTから x[n]を求
める式は最終的に以下のようになる. XFTを

横方向に
2π

Ts
の整数倍ずらしたもの全体が足

し合わされていることに注意.

x[n] =
1

2π

∑

m∈Z

∫ π
Ts

− π
Ts

XFT

(
Ω+m

2π

Ts

)
ejΩnTsdΩ.
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• 離散時間フーリエ変換との対応を取るため,

ω = ΩTsという変数変換をおこない (縮尺の
変更),積分の範囲を (−π, π]に変えると,次の
ようになる. 縮尺が変わった結果, 変数 Ωに
関する 2π/Tsの整数倍のずれは,変数 ωに関
する 2πの整数倍のずれに変わることに注意.

x[n] =
1

2πTs

∫ π

−π

∞∑

m=−∞
XFT

(
ω

Ts
+m

2π

Ts

)
ejωndω.
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• (x[n])n∈Z(∈ l1)の離散時間フーリエ変換は一
意的だから, 先の積分記号の内部は, Tsに関
する倍率の部分を除き, (x[n])n∈Zの離散時間
フーリエ変換と一致する. すなわち, 次の等
式が成り立つ.

XDTFT(ω) =
1

Ts

∞∑

m=−∞
XFT

(
ω

Ts
+m

2π

Ts

)
.

70/247



• XDTFT(ω)は, XFT(ω/Ts)を 2πの整数倍ずら
したもの全体を足し合わせ, 全体を 1/Ts で
割ったものになる (次ページの図を参照).
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−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

XFT(ω/Ts)

Ts XDTFT(ω)

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

XFT(ω/Ts)を並行移動した波形を足し合わせる
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帯域制限信号

• コンピュータ等で信号を処理する際に連続時
間信号をそのまま記録することは困難であり,

ふつうはそれを標本化した信号が記録される.

• 先と同様に, 連続時間の信号 x が標本化周
期 Ts で標本化されているものとし, x[n] =

x(nTs)とする.
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• xはフーリエ変換可能であると仮定し, それ
をフーリエ変換したものをXFTと書く. ま
た, (x[n])n∈Zを離散時間フーリエ変換したも
のをXDTFTと書く.

• 応用上XFTが必要となることはあるが,これ
を厳密に求めるためには連続時間信号 xの全
時刻における値を積分する必要があり, 実現
は困難.
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• 一方, XDTFTは無限級数によって決まるので,

無限級数を有限項で打ち切れば, 一定の精度
で近似可能.

• そこで, XDTFT からXFT を求めることの可
否を考える.
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• 信号は電波や音波などによって伝えられるが,

信号として価値を持つのは, 多くの場合, そ
の波に含まれる周波数の絶対値が一定以下の
成分である. そこで, 周波数の絶対値が一定
以下の成分のみを含む信号を考える.
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• ΩB = sup{|Ω| : XFT(Ω) 6= 0}とする.

• ΩB が有限の値を取るとき, 信号 xを帯域制
限信号という.

• FB = ΩB/2πとおく (ΩB のスケールは角周
波数であり, これを周波数のスケールに変更
すると FBになる.
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• xが帯域制限信号, (x[n])n∈Zをそれを標本化
周期 Tsで標本化した信号とする. xはフーリ
エ変換可能と仮定する. Fs = 1/Tsを標本化
周波数, Ωs = 2πFsを標本化角周波数とする.

2FB < Fsと仮定する.
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• このとき, XFTを Ωs = 2π/Tsの整数倍横に
ずらしたものをすべて足し合わせても,

(−Ωs/2,Ωs/2]

の範囲で波形が変わることはないから・・・
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• X ′
FT(w) = XFT(ω/Ts)とする (横軸のスケー
ルの変換).

• X ′
FTを 2πの整数倍横にずらしたものをすべ
て足し合わせても, (−π, π]の範囲では波形が
変わることはない.

• 2FBをナイキストレートあいるはナイキスト
周波数と呼ぶ.

80/247



• 2FB < Fsであれば,XDTFTから横軸の (−π, π)
の部分を抽出し, 残りの部分をすべて零とし
てから縮尺を変更することで, XFTを復元で
きる.

• 一方, 2FB ≥ Fsのときには, XFTを左右にず
らしたものの重複部分が加算され, 波形が崩
れるため, XDTFTから XFT を復元すること
はできない (次ページ図参照).
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• Fs > 2FB のとき:切り抜けばもとの波形 (Ts
に注意,縦方向の縮尺の調整は必要)

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

XFT(ω/Ts)

Ts XDTFT(ω)

この部分を切り抜く

82/247



• Fs ≤ 2FB のとき:切り抜いた波形が崩れる

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

XFT(ω/Ts)

Ts XDTFT(ω)

この部分を切り抜いても波形が崩れている

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

XFT(ω/Ts)を並行移動した波形を足し合わせる
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エイリアシング

• 先に見たように, 信号 xの標本化をおこなう
際, 標本化周波数がナイキストレートより低
いと,XDTFTからXFTを復元するはできない.

• この原因は, XFTを左右に 2π/Tsの整数倍ず
らしたものとXFTに重なる部分があり,加算
によって波形が崩れること.
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• Fs ≤ 2FB のとき, XFTの角周波数の絶対値
が πFs 以上の成分は, 角周波数 πFs のとこ
ろで折り返されて, 低い角周波の成分として
XDTFTに加算される. この現象をエイリアシ
ングという.

• これのよって発生する歪みを折り返し歪みと
呼ぶことがある.

• 確認のため, 先の図を再掲する.
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• エイリアシング:

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

XFT(ω/Ts)

Ts XDTFT(ω)

この部分を切り抜いても波形が崩れている

−5π −4π −3π −2π  −π    0   π  2π  3π  4π  5π

XFT(ω/Ts)を並行移動した波形を足し合わせる
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標本化定理

• 標本化とは, 連続的に変動する波形から離散
的な時刻における標本値を抜き出す作業であ
った.
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• 標本化によって, 標本点間の波形のデータは
失われる.

時間

サンプリング
       周期

サンプリングによって青い線の部分の情報は失われ
赤い点の部分の情報のみが残る。
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• 標本化された信号から, 標本点間の値を含む
完全な信号が復元可能か否かという問題を考
える.

サンプリングされた信号から もとの信号を復元は可能?
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• 一般の場合にはできるわけがないのだが…
• もとの波形が正弦波であることがわかってい
るのなら, 1周期あたり 2点を超えるデータ
があれば,そこからもとの波形が復元できる.
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-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-10 -5  0  5  10

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-10 -5  0  5  10

上の波形は,正弦波であることが既知なら,下
のデータから復元可能.
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• 信号が周波数 FB で帯域制限され, サンプリ
ング周波数が Fsであるとき,

1

FB
>

2

Fs

すなわち
Fs > 2FB

であれば, この条件が満たされる.

92/247



• この条件は, エイリアシングが発生しないた
めの条件と同一である.
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• 先に述べたように, 信号 xが

Fs > 2FB

を満たすサンプリング周波数で標本化されて
いれば, 信号 xの標本からサンプリングする
前の信号のフーリエ変換XFT を決定するこ
とができるから, XFTを逆フーリエ変換する
ことにより,信号xの各時刻における値を, 標
本の間の値も含めて,決定することができる.
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• 標本間のデータを補うことを補間と呼ぶ. 補
間によって得られる信号は多くの場合は元信
号の近似であるが, 適切にサンプリングされ
た帯域制限信号では, 補間のしかたを工夫す
ることにより, 元信号を完全に復元すること
ができる.
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• 「補間のしかたの工夫」というのは,上述のよ
うに,信号の離散時間フーリエ変換から (−π, π]
の部分を切り出してTs倍し, それ以外の部分
の値を零に設定してから, 逆フーリエ変換す
ることを言う. ただし, これは「できる」と
いうだけであって, 実用上はいちいち逆フー
リエ変換の計算をするのは必ずしも現実的で
ない.
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• 歴史的理由により, 先に述べた事実を標本化
定理, サンプリング定理などと呼ぶが, 上述
のように, これはエイリアシングが発生しな
いための条件と同一である.
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• 標本化定理は, 帯域制限された信号を十分高
いサンプリング周波数でサンプリングした場
合には, 標本値からもとの連続時間信号を完
全に復元する特別な補間法が存在するという
ことを述べた定理であり,任意のホールド (た
とえば零次ホールド)によってもとの連続時
間信号が復元できると述べているわけではな
いことに注意せよ.
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離散フーリエ変換

• 信号処理では, 離散フーリエ変換と呼ばれる
変換もよく用いられる.

• これは, 離散時間フーリエ変換と関係はある
が, 別物である.
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• 離散時間フーリエ変換では…

⊲ 信号 x[n]の独立変数n: 離散的 (整数値)

⊲ 信号の長さは無限

⊲ その離散時間フーリエ変換の独立変数:

連続的
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• 離散フーリエ変換では…

⊲ 信号 x[n]の独立変数n: 離散的 (整数値)

⊲ 信号の長さは有限

⊲ その離散フーリエ変換の独立変数: 離散
的 (整数値)
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• 離散フーリエ変換は,長さNの信号を対象と
する.

• これから,離散時間フーリエ変換から離散フー
リエ変換を誘導してゆくのだが, まず離散時
間フーリエ変換の式を再掲する.
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• 離散時間フーリエ変換 (和を取る記号を nか
ら kに変えてある)

X(ω) =

∞∑

k=−∞
x[k]e−jkω
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• 離散時間フーリエ変換において, 信号 xの長
さがN , すなわち,

x[0], x[1], x[2], . . . , x[N − 1]

以外の値はすべて零であるものとする.
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• この場合, 離散時間フーリエ変換は以下のよ
うに有限和となる.

X(ω) =

N−1∑

k=0

x[k]e−jkω
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• 変換後の信号X(ω)は長さ 2πの区間 [−π, π]
で定義された周期関数なのであるが…

• 関数X(ω)は独立変数が連続的に動く関数な
ので, コンピュータによる数値計算には向か
ない.

• そこで, X(ω)の方も等間隔でサンプリング
し, X(ω)をサンプル点における値で近似す
ることを考える.
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• もとの信号 xの長さが N であったので, そ
れに合わせて, X(ω)の方も区間 [−π, π]をN

等分したサンプル点についてのみ, 値を計算
する.
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• e−jkωにおいて, ω = 2mπ/N

(ただし 0 ≤ m < N)

における値を計算するのだから,

X

(
2mπ

N

)
=

N−1∑

k=0

x[k]e−jk2mπ/N
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• 先の式を見易くするために, WN = e−j2π/N

と定義する.

• 時間領域の信号の書き方に合わせて, 周波数
の方もサンプリングの間隔2π/Nに関する記
述を省略し,

X [m] = X

(
2mπ

N

)

と書くことにする.
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• このようにして得られるのが離散フーリエ変
換である.

• 次ページに, 改めて離散フーリエ変換の式を
書き直しておく.
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• 長さN の離散時間信号 xの離散フーリエ変
換 (Discrete Fourier Transform, DFT) は, 次
式により定義される.

X [m] =

N−1∑

k=0

x[k]Wmk (0 ≤ m < N).
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• 長さN の信号X の逆離散フーリエ変換 (In-

verse Discrete Fourier Transform, IDFT) は,

次式により定義される.

x[n] =
1

N

N−1∑

m=0

X [m]W−mn
N (0 ≤ n < N).
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• 要するに, 離散フーリエ変換とは, 離散時間
フーリエ変換において, 周波数軸の方もサン
プリングし, 周波数軸上の標本点のみで離散
時間フーリエ変換したもの.
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• 離散フーリエ変換で用いられる係数の全体

{W−mn
N : 0 ≤ m < N, 0 ≤ n < N}

を回転因子と呼ぶのであるが, これは集合と
しては

{W−n
N : 0 ≤ n < N}

と一致する.
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• この集合は, もとの記法に戻すと

{e−j2π/N : 0 ≤ n < N}

であり,複素平面上の単位円をN等分する点
になっている.
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• たとえば, N = 4の場合 (信号の長さが 4)の
場合には,

{e−j2π/4 : 0 ≤ n < 4}
= {1, e−jπ/2, e−jπ, e3π/2}
= {1,−i,−1, i}

であり, 複素平面上の単位円を 4等分してい
る (次ページ図).
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i

1-1

-i

0

回転因子（N=4の場合）
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• 標本点では離散時間フーリエ変換と離散フー
リエ変換は厳密に一致するが…

• 離散フーリエ変換では, 周波数軸上での標本
点間の情報は失われている.

• 一方で, 離散フーリエ変換の計算は離散時間
フーリエ変換よりもずっと簡単.
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• 数学的に言うと, 離散フーリエ変換は, 信号
x[0], . . . , x[N − 1]をN 次のベクトルと解釈
し, それにWN = e−j2π/N から誘導されるN

行N列の正則行列を乗じたものである. ここ
で現れた正則行列の逆行列を長さ N の信号
に乗ずる演算が逆離散フーリエ変換である.
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• 離散時間フーリエ変換と離散フーリエ変換の
対比を改めて述べる.
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• 離散時間フーリエ変換では…

⊲ 解析: 無限和

⊲ 合成: 積分
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• 離散フーリエ変換では…

⊲ 離散フーリエ変換: 信号 (ベクトルに直
したもの)と正則行列の積

⊲ 逆離散フーリエ変換: 信号 (ベクトルに
直したもの)と正則行列の積
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• このため, 離散フーリエ変換の計算は, 離散
時間フーリエ変換より, ずっと簡単になる.

• 簡単になったことには代償があり, 離散フー
リエ変換では, 時間軸, 周波数軸ともに, サン
プル点間における信号の値の情報は失われる.
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• 改めてこれらの関係を図で示す.
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時間 時間
角周波数

−π −π

角周波数
−π −π

サンプ
リング

解析

合成

DTFT

サンプ
リング

DFT

IDFT

時間波形 スペクトル 
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時間 時間
角周波数

−π −π

サンプ
リング

解析

合成

DTFTの解析と合成では、フーリエ級数展開に関する
一定の条件のもとで、この範囲で情報の欠損はない

補間

信号が帯域制限され、適切なサンプリング周期でサンプリングされていれば、
補間によって連続時間の波形そのものを復元することができる(サンプリング定理)

時間波形
スペクトル 
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時間 時間
角周波数

−π −π

角周波数
−π −π

DFT

IDFT

DFT, IDFTでは、この範囲では、
つねに情報の欠損はない(全単射)

時間波形に関する
サンプル点間の
情報は失われる

スペクトルに関する
サンプル点間の
情報は失われる

時間波形 スペクトル 
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• 離散フーリエ変換にはコンピュータによる数
値計算を劇的に効率化する高速フーリエ変換
(Fast Fourier Transform; FFT)という計算
法があり, 20世紀の性能が低いコンピュータ
でも十分実用になるほど高速であったので,

応用上は離散フーリエ変換が使われることが
多い.
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• FFTは離散フーリエ変換を効率良く計算す
るためのアルゴリズムであり, 計算される結
果自体は離散フーリエ変換と同一である. 離
散フーリエ変換と違う概念が導入されたわけ
ではないので注意せよ.
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• 今日では, パソコンで信号処理するのであれ
ば, 離散フーリエ変換で現れる程度の大きさ
の行列による積は, 信号長が短かければ計算
負荷という点では問題にならない. 一方で,

信号長が長くなると, 離散フーリエ変換の直
接計算の計算量は激増するので, FFTが有利
になる.
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• 実は,連続時間信号を有限長で打ち切って, 残
りの部分を零とおいた時点で, この信号は帯
域制限の条件を満たさなくなっている.
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• これを確認する.
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• 信号 x(t)の性質がよく, それをフーリエ変換
してから逆フーリエ変換するともとに戻るも
のと仮定する. また, x(t)とそのフーリエ変換
X(Ω)は何回でも微分可能であると仮定する.
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• この仮定のもとで, さらに

⊲ x(t)が区間 [−T, T ]の外では恒等的に零
⊲ X(Ω)が区間 [−W,W ]の外では恒等的
に零

と仮定すると, x(t)が恒等的に零になってし
まうことを示す.
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• 仮定より,

x(t) =
1

2π

∫ W

−W
X(Ω)eiΩtdΩ

である.

135/247



• |t0| > |T |となる t0をひとつ固定する. 仮定
より, x(t)は t0のある近傍 (t0 − ε, t0 + ε) で
恒等的に零となるから, t ∈ (t0 − ε, t0 + ε)で
あれば, 任意の n ∈ Nに対し,

dn

dtn
x(t) = 0

である. よって, t ∈ (t0− ε, t0+ ε)に対し, 次
式が成り立つ.
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dn

dtn
x(t) =

dn

dtn

∫ W

−W
X(Ω)eiΩtdΩ

=

∫ W

−W
(iΩ)nX(Ω)eiΩtdΩ

= 0

ただし, 定積分と微分の順序が交換可能であ
ると仮定した.
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ここで t = t0とすれば,

∫ W

−W
(iΩ)nX(Ω)eiΩt0dΩ = 0

となる.
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• さて,

x(t) =
1

2π

∫ W

−W
X(Ω)eiΩtdΩ

=
1

2π

∫ W

−W
X(Ω)eiΩ(t−t0)eiΩt0dΩ

=
1

2π

∫ W

−W
eiΩ(t−t0)X(Ω)eiΩt0dΩ

であるが…
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• 前ページの式で eiΩ(t−t0)をテイラー展開する
と…

x(t) =
1

2π

∫ W

−W

∞∑

n=0

1

n!
(iΩ)n(t− t0)

nX(Ω)eiΩt0dΩ

=

∞∑

n=0

(t− t0)
n

2πn!

∫ W

−W
(iΩ)nX(Ω)eiΩt0dΩ

(ただし積分と無限和の順序が交換可能であ
ることを仮定した).
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•
∫ W

−W
(iΩ)nX(Ω)eiΩt0dΩ = 0 となることは既

に示されていたから…

• 任意の tに対して, x(t) = 0となる.
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• 先ほどの計算の意味は, 時間軸のおけるある
有限の区間でのみ零でない値を取る連続時間
信号は帯域制限されていない (任意の高周波
成分を含む) ということである.

• したがって,離散時間フーリエ変換を離散フー
リエ変換で置き換えることによって情報の喪
失が発生することは不可避であり, これを解
消する手段はない.
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z変換

• 信号x = (x[n])n∈Zを無限長の信号とする. 信
号 xの両側 z変換とは, 次式によって定まる
形式的羃級数である:

Z[x] =

∞∑

n=−∞
x[n]z−n.
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• 因果的な信号 x = (x[n])n∈Nの信号 xの片側
z変換とは, 次式によって定まる形式的羃級
数である:

Z[x] =
∑

n∈N
x[n]z−n.

• 信号の z変換はつねに収束するとは限らない
が, 収束領域に関する議論はこの実験では省
略する.
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• 因果的な信号をn < 0においてその値が恒等
的に零となる信号と解釈すると, 片側 z変換
は両側 z変換と一致する. この実験では, 常
にこの解釈を採用する.

• 同様に, 有限長信号についても, その値が指
定された範囲外では恒等的に値が零となる無
限長信号と解釈する.
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システムの伝達関数

• 入力信号と出力信号をz変換したものの比に
よってシステムの伝達関数を定義する. z変
換が収束することは暗黙のうちに仮定される.

• uを入力, yを出力, hをシステムのインパル
ス応答とする

• これらの z変換を U , Y , Hとする.
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• y = h ∗ uという入出力関係を持つシステム
の伝達関数は, H(z) =

Y (z)

U(z)
によって与えら

れる.
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• 次に, システムが因果的で, その入出力関係
が時不変の入出力差分方程式

y[n] +

ny∑

k=1

aky[n− k] =
nu∑

l=0

blu[n− l]

で与えられているものとする.
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• 両辺をz変換するとY (z)+
∑ny

k=1 akz
−kY (z) =∑nu

l=0 blz
−lU(z)となるので, 両辺の比をとり,

その伝達関数をHとすると,

H(z) =

∑nu

l=0 blz
−l

1 +
∑ny

k=1 akz
−k .
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システムの周波数応答

• 1入力 1出力の線形時不変でBIBO安定
(Bounded-Input Bounded-Output安定;入力
が有界なら出力も有界という意味)な離散時
間システムに対し, そのインパルス応答の離
散時間フーリエ変換, あるいはその伝達関数
の変数 zに ejω を代入したものを, システム
の周波数応答あるいは周波数特性と呼ぶ.
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• 周波数応答H(ω)の絶対値をシステムの振幅
周波数特性あるいは振幅特性という.

• 周波数応答H(ω)の偏角をシステムの位相周
波数特性あるいは位相特性という. 偏角の取
り方には色々な流儀があるので注意.
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ディジタルフィルタ

• 一般的な英単語 “filter” の意味は次の通り:

濾過器,濾過板,水こし,濾紙, (タバコの)フィ
ルター, (写・光)フィルター, 濾光器, フィル
ター (典拠はリーダーズ英和辞典).
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• 物理/工学の分野での「フィルタ」の意味は
次の 2通り (典拠はブリタニカ国際大百科事
典).

⊲ 白色光源などから特定の波長領域の光
だけを取り出す光学素子.

⊲ 特定の周波数だけの交流信号を通し,他
の周波数のものは通さないようにした
回路.
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• 信号処理の分野では, 「フィルタ」という言
葉は, 信号からの不要な要素の除去や信号の
特定の箇所を強調などをおこなう装置,回路,

プログラムなどのことを指すことが多い.

• 日常語では「フィルター」という言葉が使わ
れることが多いが, 工学では「フィルタ」と
いう言葉が使われることが多い.
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• フィルタはアナログフィルタとディジタルフ
ィルタの 2種類に大別される.

• アナログフィルタは, アナログ信号を処理の
対象とし, アナログ回路や素子などから成る
フィルタである.
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• ディジタルフィルタという言葉は, 次の 2通
りの意味で用いられる.

⊲ ディジタル信号を処理の対象とし, ディ
ジタル回路や素子から成るフィルタ

⊲ アナログ信号を処理の対象とし,ディジ
タル回路や素子およびディジタルとア
ナログのインターフェースから成るフィ
ルタ
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ディジタルフィルタの分類

• 独立変数に関する分類

⊲ 時間領域のフィルタ

⊲ 周波数領域のフィルタ (こちらが一般的)
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• フィルタの構造に関する分類

⊲ 時不変/時変フィルタ

⊲ 線形/非線形フィルタ
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• 利用目的に関する分類

⊲ 信号の特定の周波数成分を選択する

⊲ 信号から雑音を除去する

⊲ 信号を復元する

⊲ 信号を予測・補間する

⊲ (他にも色々なものがあり得る)
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• 線形時不変なフィルタのインパルス応答から
見た分類

⊲ インパルス応答が有限時間経過後に恒等
的に零となるフィルタ (Finite Impulse

Response(FIR) フィルタ)

⊲ インパルス応答が有限時間経過後に恒等
的に零となることがないフィルタ (Infi-

nite Impulse Response(IIR) フィルタ)
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周波数選択性フィルタ

• フィルタの中でもよく使われるのは, 周波数
選択性フィルタと呼ばれるフィルタ.

• これは, 線形時不変のフィルタであって, 信
号のうち特定の周波数成分を通過させ, 特定
の成分を阻止するもので, ディジタルフィル
タ, アナログフィルタでともに用いられる.

• 代表的なものは次の 4種.
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• 低域通過フィルタ (ローパスフィルタ;Low-

Pass Filter;LPF)

• 高域通過フィルタ (ハイパスフィルタ;High-

Pass Filter;HPF)

• 帯域通過フィルタ (バンドパスフィルタ;Band-

Pass Filter;BPF)

• 帯域阻止フィルタ (バンドエリミネーション
フィルタ;Band-Elimination Filter;BEF)
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• 低域通過フィルタ: 信号の低周波成分のみ通
過させるフィルタ. 理想的には振幅スペクト
ルが低周波域で 1, 高周波域で零. 低周波域
と高周波域の周波数は設計次第 (以下同じ).

• 高域通過フィルタ: 信号の高周波成分のみ通
過させるフィルタ. 理想的には振幅スペクト
ルが高周波域で 1, 低周波域で零.
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• 帯域通過フィルタ: 信号の指定した帯域の周
波成分のみ通過させるフィルタ. 理想的には
振幅スペクトルが指定した帯域で 1, それ以
外で零.

• 帯域阻止フィルタ: 信号の指定した帯域の周
波成分のみ遮断するフィルタ. 理想的には振
幅スペクトルが指定した帯域で零, それ以外
で 1.
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• 以上では位相特性については述べなかったが,

理想的には直線位相と呼ばれる性質を持つこ
とが望ましい (後述).

• 信号を通過させたい帯域を通過域, 阻止した
い帯域を阻止域と呼ぶ.

• フィルタを設計する際には, 通過域と阻止域
のあいだに過渡域あるいは遷移域と呼ばれる
特性を指定しない領域を設ける必要がある.
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• 応用でよく用いられるフィルタは実数のイン
パルス応答を持つが, そのようなフィルタの
周波数特性は, 周波数軸上の原点に関して対
称性を持つ.

• 今まで述べてきた「周波数応答」は離散時間
フーリエ変換を前提としたおり, 周期 2πの
周期関数である. また, (角)周波数領域とし
て区間 [−π, π] を取ることが一般的である.
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• 角周波数が [−π, π]に正規化されているとき,

周波数は [−1/2, 1/2]に正規化されている

• 正規化された周波数と角周波数のどちらも正
規化周波数と呼ばれることがある

• この実験では, 正規化された周波数 (角周波
数ではなく)を用いる. 周波数応答は原点に
対して対象なので, 周波数軸として意味を持
つのは, 横軸が [0, 1/2]の範囲である.
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• ディジタルフィルタでアナログ信号を処理す
るときの注意を述べる.

• 信号 xに対し, ΩB = sup{|Ω| : XFT(Ω) 6= 0}
としたとき, (XFTは信号 xのフーリエ変換),

xを帯域制限信号と呼び, 2FB = ΩB/πを信
号 xのナイキストレートと呼んだ.

• ディジタルフィルタのサンプリング周波数を
Fsとする.
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• ディジタルフィルタで正しい処理がおこなえ
るためには, 2FB < Fsである必要があった.

ディジタルフィルタでは, サンプリング周波
数を無限に大きくすることはできないから,

何らかの方法で処理したい信号を帯域制限し
てから, それに相応しいサンプリング周波数
を選択することになる. この帯域制限自体は
ディジタルフィルタではできないので, アナ
ログフィルタに頼ることになる.
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非再帰型システムと再帰型システム

• 再帰型システムとは, その出力が, 現在およ
び過去の入力と, 過去の出力から決まるシス
テムのことをいう.

• 非再帰型システムとは, その出力が,現在お
よび過去の入力から決まるシステムのことを
いう.
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• 線形時不変の入出力差分方程式の一般形

y[n] +

ny∑

k=1

aky[n− k] =
nu∑

l=0

blu[n− l]

を思い出すと, このシステムは, その出力が
現在および過去の入力と過去の出力から決ま
るので, 再帰型システムである.

171/247



• 次に, 先のシステムの特別な場合として, ak
がすべて零, すなわち

y[n] =

nu∑

l=0

blu[n− l]

となっている場合を考えると, このシステム
は, その出力が現在および過去の入力から決
まり, 過去の出力には依存しないので, 非再
帰型システムである.
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• 例として,

y[n] = b0u[n] + b1u[n− 1] + b2u[n− 1]

というシステムを考える. このシステムは非
再帰型システムである.

• 両辺を z変換すると以下のようになる.

Y (z) =
(
b0 + b1z

−1 + b2z
−2
)
U(z)
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• このシステムの入出力関係を図示すると…

z-1 z-1 b2

b0

b1

z-1 +
u[n] u[n-1] u[n-2] y[n]

• 上記の図からわかるように, 非再帰型システ
ムはフィードバック構造を持たない.
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• 次に, 例として,

y[n] + a1y[n− 1] + a2y[n− 2]

= b0u[n] + b1u[n− 1] + b2u[n− 1]

というシステムを考える. このシステムは再
帰型システムである.
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• 両辺を z変換すると以下のようになる.

(
1 + a1z

−1 + a2z
−2
)
Y (z)

=
(
b0 + b1z

−1 + b2z
−2
)
U(z)

• よって,

Y (z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1 + a1z−1 + a2z−2
U(z)

である.
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• このシステムの入出力関係を図示すると…

z-1 z-1 b2

b0

b1

z-1 +
u[n] u[n-1] u[n-2]

y[n]

z-1z-1 z-1z-1
y[n-1] y[n-2]

-a1

-a2

• 上記の図からわかるように, 再帰型システム
はフィードバック構造を持つ.
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• さて, 先ほど示した再帰型システムの図は以
下のように変形できる.

z-1 z-1 b2

b0

b1

z-1 +
u[n] y[n]

-a1

-a2

+
θ[n-1] θ[n-2]θ[n]

• 上記を確認する.
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計算の便宜のために新たな変数 θ[n]を定義し
ているのであるが, これを使うと,

θ[n] = u[n]− a1θ[n− 1]− a2θ[n− 2]

y[n] = b0θ[n] + b1θ[n− 1] + b2θ[n− 2]

となる.
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両辺を z変換すると,

(
1 + a1z

−1 + a2z
−2
)
Θ(z) = U(z)

Y (z) =
(
b0 + b1z

−1 + b2z
−2
)
Θ(z)
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これらをまとめると,

Y (z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1 + a1z−1 + a2z−2
U(z)

となり, 先ほどと同一の伝達関数表現が得ら
れる.
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• かつてディジタル素子が高価であった時代に
は, 上記のようなブロック線図の書き換えに
よって素子数を減らすことが応用上重要であ
ったが,今日では,このような書き換えの重要
性は低下している.
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FIRフィルタと IIRフィルタ

• FIRフィルタは通常は線形時不変で因果的な
非再帰型システムの形で実現される. 一方,

IIRフィルタは通常は線形時不変で因果的な
再帰型システムの形で実現される. いずれの
場合も, システムに含まれる遅延阻止の最大
次数をフィルタの次数と呼ぶことが多い.

• これらの利点と欠点は・・・
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• FIRフィルタ

⊲ 利点: つねに安定で, 安定性に注意して
設計する必要がない；直線位相のフィル
タを実現しやすい.

⊲ 欠点: 過渡域が狭いフィルタを作るため
にはフィルタの次数を高くする必要が
ある.
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• IIRフィルタ

⊲ 利点: FIRフィルタと比べて低い次数
で過渡域が狭いフィルタを作ることで
きる.

⊲ 欠点: 必ずしも安定にならないので安定
性に注意して設計する必要がある;直線
位相のフィルタを実現しにくい.
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• 以下では, 非再帰型システムによって構成さ
れたフィルタを非再帰型フィルタ, 再帰型シ
ステムによって構成されたフィルタを再帰型
フィルタと呼ぶことにする.

• 非再帰型フィルタは必ず FIRフィルタにな
るが・・・

• 再帰型フィルタは, IIRフィルタになること
もあり, FIRフィルタになることもある.
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• 厳密には

⊲ FIRフィルタ: 非再帰型フィルタと一部
の再帰型フィルタ

⊲ IIRフィルタ:残りの非再帰型フィルタ

• 多くのディジタル信号処理の教科書で, FIR/IIR

という分類と,非再帰型/再帰型という分類を
混同している.
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理想フィルタ

• その周波数特性以下の条件を満たす周波数選
択性フィルタを理想フィルタという.

⊲ 通過域では振幅一定値で直線位相

⊲ 阻止域では振幅零

⊲ 過渡域なし
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• 有限次元のフィルタによって理想フィルタを
実現することは一般には困難.

• 理想フィルタを近似するというというのがフ
ィルタの設計の考え方のひとつ.
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周波数選択性フィルタの設計仕様

• 樋口 (2021)に従って, 低域通過フィルタを例
に取り, 周波数選択性フィルタの設計仕様に
ついて述べる.
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• 高域通過フィルタ, 帯域通過フィルタ, 帯域
阻止フィルタについては, 低域通過フィルタ
と同様に考えてもよいし, 周波数変換と呼ば
れる手法で低域通過フィルタから変換される
と考えてもよい (詳細は樋口 (2021)).
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• すでに述べたように, 理想フィルタは物理的
に実現できないので, 理想的な特性からどの
程度のずれを許容するかという形で設計仕様
を与えることを考える.

• 問題になるのは以下の 3点である.
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⊲ 信号を通過させたい領域 (理想的にはゲ
イン 1)で,ゲインが 1の付近でどの程度
脈動することを許すか

⊲ 信号を遮断したい領域 (理想的にはゲイ
ン零)で, どの程度までのゲインを許容
するか

⊲ 特性を指定しない領域 (遷移領域)をど
の程度取るか

193/247



• 以下では, 正規化角周波数領域 [0, π)におい
て低域通過フィルタの設計仕様を与える.

0 π
0

1

正規化角周波数

ゲイン

194/247



• 以下で設計仕様に関連した用語を定義する.

設計仕様はこれらのいくつかを使って指定さ
れる.

• 低域通過フィルタなので, その周波数特性は
周波数に関する偶関数であることを前提とし,

負の周波数では仕様を与えない.
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• 信号を通過させたい帯域を, ω ∈ [0, ωp]とす
る. この帯域を通過域と呼ぶ. ωpを通過域端
周波数と呼ぶ.

0 π
0

1

正規化角周波数

ゲイン

ωp

通過域端角周波数

通過域
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• 通過域では, 振幅特性 A(ω) がちょうど 1で
あることが理想であることを踏まえ, 1−δp ≤
A(ω) ≤ 1 + δpという仕様を与える.
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• δpを通過域の許容量, 振幅特性が 1± δpの許
容範囲を通過域リップルと呼ぶ.

0 π
0

1

正規化角周波数

ゲイン

ωp

通過域端角周波数

許容量
δp

通過域リップル
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• 信号を遮断したい帯域を, ω ∈ [ωs, π)とする.

この帯域を阻止域と呼ぶ. ωsを阻止域端周波
数と呼ぶ.

0 π
0

1
ゲイン

ωp ωs

阻止域端角周波数

阻止域
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• 阻止域では,振幅特性A(ω)がちょうと零であ
ることが理想であることを踏まえ, A(ω) ≤ δs
という仕様を与える.
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• 振幅特性が δs以下の許容範囲を阻止域リップ
ルと呼ぶ.

0 π
0

1
ゲイン

ωp ωs

δs
阻止域
リップル
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• 特性を指定しないω ∈ (ωp, ωs)の領域を遷移
域と呼ぶ.

0 π
0

1
ゲイン

ωp ωs

遷移域
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• 以上をまとめて図に示す.

1
ゲイン

遷移域

通過域

通過域リップル

許容量
δp

阻止域

阻止域
リップル

δs

0 π
0

ωp ωs

通過域端角周波数 阻止域端角周波数
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• 与えられたフィルタ長に対して, 理想的な特
性を近似するフィルタを設計し,設計したフィ
ルタが仕様を見たせば設計完了である.

1
ゲイン

遷移域

通過域

通過域リップル

許容量
δp

阻止域

阻止域
リップル

δs

0 π
0

ωp ωs

通過域端角周波数 阻止域端角周波数
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• 振幅特性の最大値をAmaxとしたとき,

A(ωc)/Amax = 1/
√
2 となる最小の正の ωc

を遮断周波数と呼ぶ (が, 通過域リップルの
値次第ではおかしな値になり得る). 遷移領
域のない理想フィルタでは通過域と阻止域の
境界を指すためにこの言葉が使われることも
ある.
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• 続いて, 縦軸に関連して, 仕様で与える数値
について説明する.
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• −20 log10A(ω)/Amaxを ωにおける減衰量と
呼ぶ. 単位は dBである.

• フィルタでは上記のように全体にマイナスを
掛けるのが慣例だが, 増幅器ではマイナス記
号を掛けないのが慣例である.
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• 先に述べた 1± δpではなく

−20 log10(1− δp)/(1 + δp)

の方を通過域リップルと呼ぶこともある.

• −20 log10 δs/(1 + δp)を阻止域減衰量と呼ぶ.

208/247



• 実は,デシベルを単位にするときには, 10を乗
ずる場合と 20を乗ずる場合が混在している.

• これは, 電力ゲインを

出力電力
入力電力

と定義したことに由来する.

209/247



• 「デシ」(deci)の意味は 1/10であり, これを
受けて, 電力ゲインをデシベル単位で読むと
きには

10 log10
出力電力
入力電力

としたのであるが…
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• 回路では電力は電圧の 2乗に比例するので,

電圧に基づいてゲインを計算するときには,

20 log10
出力電圧
入力電圧

となる.
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• 転じて, 物理的意味が不明瞭な場合にも,

20 log10
出力絶対値
入力の絶対値

が使われることが多い.
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フィルタの仕様の与え方

• 絶対仕様と呼ばれる仕様では,以下の値をフィ
ルタの性能の数値目標として設定する:

通過域端周波数wp, 通過域リップル δp, 阻止
域端周波数 ωs, 阻止域リップル δs
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• フィルタの相対仕様と呼ばれる仕様では, ωp
と ωsの値を数値目標として設定することは
絶対仕様と同じであるが, δpの値のかわりに
−20 log10(1 − δp)/(1 + δp)の値を, δsの値の
かわりに−20 log10 δs/(1 + δp)の値を数値目
標として設定する.
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直線位相

• 振幅特性が一定の線形時不変フィルタに複数
の正弦波が重ね合わされた信号を通したとき,

縦方向の伸縮出力および時間のずれを除き,

入力波形と出力波形が同一になるための条件
を考える.
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• 議論の簡単のため, フィルタの振幅特性が全
周波数で一定値A, 位相特性が θ(ω)であるも
のとする.

• 天下り的であるが, θ(ω) = aω + b (a, bは実
数)となっていたものとする.

• 入力を
L∑

k=1

cke
jωknとすると, 出力は・・・
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L∑

k=1

Acke
jωknejθ(ωk) =

L∑

k=1

Acke
jωknej(aωk+b)

= Aejb
L∑

k=1

cke
jωk(n+a).
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• θ(ω) = aω + bとなっていれば, 出力は, 入
力を時間軸に関して−aずらし, かつ全体に
ある複素数Aejbを乗じたものになるため, 入
力と出力は「波形」という観点では相似形で
ある.

• θ(ω) = aω + bとなっていることと dθ(ω)
dω

= a

であることは等価だから (bの値は重要でな
い)・・・
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• 信号を線形時不変フィルタに通したとき波形
が歪まないための十分条件は,

dθ(ω)

dω
が ωに

よらず一定値になることである.

• dθ(ω)

dω
を郡遅延という. また,郡遅延がωによ

らず一定であることを直線位相 (あるいは線
形位相)という. このとき θ(ω) = aω+ bとな
ることから, 直線位相という言葉を使う理由
は明らかであろう.
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• たとえば矩形波 (を帯域制限の範囲で近似し
たもの)をフィルタに通した場合,矩形波の近
似は多くの周波数成分を含むが, フィルタが
直線位相でない場合には, 各周波数成分が時
間軸方向にばらばらにずれるため, 波形自体
が歪む. このような現象を位相歪みという.
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• 直線位相のフィルタではこのような現象は顕
著ではない. このため, 波形自体に重要な情
報が含まれる場合には, 直線位相を実現する
ことが重要となる.

• とはいっても, 現実的には, 振幅特性を一定
にすることは困難なので, 直線位相を実現し
ても, 振幅特性の周波数依存性のために, 波
形は歪む.
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• 応用上取り扱いやすいのは非再帰型フィルタ
なので, 因果的な非再帰型フィルタによって
直線位相が実現できるかという問題を考える.

• 次数 N の非再帰型フィルタ (FIRフィルタ)

が次のような入出力関係を持つものとする:

y[n] =

N−1∑

l=0

h[l]u[n− l].

ただし, uは入力, yは出力である.
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• このフィルタが一般化された意味で直線位相
となるための十分条件は, k ∈ {0, . . . , N −1}
としたとき, 次のいずれか一方が満たされる
ことである.

⊲ ∀k, h[k] = h[N − 1− k]

(偶対称と呼ぶ)

⊲ ∀k, h[k] = −h[N − 1− k]

(奇対称と呼ぶ)
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• 「一般化された意味で直線位相」とは, 位相
が±π不連続に変化すること (波形の上下反
転) を許容するという意味である. この言葉
はOppenheim & Schafer, 2010で使われてい
る. 条件を緩めない「直線位相」は, 以下で
述べる方法では必ずしも実現できない.
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• 非巡回型フィルタの係数hが偶対称あるいは
奇対称になっていると仮定する.

• N が奇数のときは, C = (N − 1)/2とおき,
以下のように定義する.

⊲ a0 = h[C],

⊲ ak = 2h[C − k] (1 ≤ k < C).

• N が偶数のときは, 次のように定義する.

bk = 2h[N/2 − k], 0 ≤ k < N/2.
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• このフィルタの周波数特性をH(ω), 一般化
された振幅特性をΓ(ω),一般化された位相特
性をψ(ω)とすると,このフィルタは一般化さ

れた意味で直線位相: ψ(ω) = −N − 1

2
ω + b

となる. Γ(ω), bの値は以下の通り.

• 「一般化された振幅特性」は振幅特性に正負
の符号をつけたものである. H(ω) = A(ω)ejθ(ω) =

Γ(ω)ejψ(ω)で, A(ω) = |Γ(ω)|で, Γ(ω) ≥ 0な
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ら θ(ω) = ψ(ω)だが, Γ(ω) < 0なら θ(ω) =

ψ(ω)± πである (±πの正負は議論に都合が
良いように付ける).
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(タイプ 1) N が奇数, hが偶対称のとき:

Γ(ω) =

(N−1)/2∑

k=0

ak cos(ωk), b = 0

(タイプ 2) N が偶数, hが偶対称のとき:

Γ(ω) =

N/2∑

k=0

bk cos(ω(k −
1

2
)), b = 0
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(タイプ 3) N が奇数, hが奇対称のとき:

Γ(ω) =

(N−1)/2∑

k=0

ak sin(ωk), b =
π

2

(タイプ 4) N が偶数, hが奇対称のとき:

Γ(ω) =

N/2∑

k=0

bk sin(ω(k −
1

2
)), b =

π

2

229/247



証明 (1)

• フィルタの周波数応答が次式によって与えら
れることに注意する.

H(ω) =
N−1∑

k=0

h[k]e−jωk

230/247



証明 (2) Nが奇数でhが偶対称のとき

• フィルタのインパルス応答は k = C を中心
とした偶関数である.

• k = Cを中心としてフィルタの周波数応答を
書き直すと, 次ページのようになる.
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H(ω) = e−jωC
(
h[C] +

C∑

k=1

h[C − k](ejωk + e−jωk)

)

= e−jωC
(
a0 +

C∑

k=1

ak cos(ωk)

)
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• これを書き直すと (C = (N −1)/2と cos 0 =

1に注意), 以下のようになる.

Γ(ω) =

N−1
2∑

k=0

ak cos(ωk)

ψ(ω) = −N − 1

2
ω
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証明 (3) Nが奇数でhが偶対称のとき

• C = (N − 1)/2とする. フィルタのインパル
ス応答は k = C を中心とした偶関数である
がCは整数ではない.

• k = Cを中心としてフィルタの周波数応答を
書き直すと, 次ページのようになる.
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H(ω) = e−jωC

×



C+ 1

2∑

k=1

h[C − k +
1

2
](ej(ω(k−

1
2
)) + e−j(ω(k−

1
2
)))
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• C + 1/2 = (N − 1)/2 + 1/2 = N/2を使うと

H(ω) = e−jω
N−1

2

×




N/2∑

k=1

h[
N

2
− k](ej(ω(k−

1
2
)) + e−j(ω(k−

1
2
)))




= e−jω
N−1

2




N/2∑

k=1

bk cos(ω(k − 1/2))
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• したがって

Γ(ω) =

N
2∑

k=1

bk cos

(
ω(k − 1

2
)

)

ψ(ω) = −N − 1

2
ω
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証明 (3) Nが奇数でhが奇対称のとき

• フィルタのインパルス応答は k = C を中心
とした奇関数である. したがって, h[C] = 0

である.

• フィルタの周波数応答を h[C] = 0に注意し
つつ k = C を中心として書き直すと次ペー
ジのようになる.
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H(ω) = e−jωC
(
h[C] +

C∑

k=1

h[C − k](ejωk − e−jωk)

)

= e−jωC
(

C∑

k=1

jak sin(ωk)

)
.
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• j = ej
π
2 を利用して先の式を整理すると, (C =

(N − 1)/2に注意),

Γ(ω) =

N−1
2∑

k=1

ak sin(ωk)

ψ(ω) = −N − 1

2
ω +

π

2

240/247



証明 (4) Nが奇数でhが奇対称のとき

• C = (N − 1)/2とする. フィルタのインパル
ス応答は k = C を中心とした偶関数である
がCは整数ではない.

• k = Cを中心としてフィルタの周波数応答を
書き直すと, 次ページのようになる.
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H(ω) = e−jωC

×



C+ 1

2∑

k=1

h[C − k +
1

2
](ej(ω(k−

1
2
)) − e−j(ω(k−

1
2
)))
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• j = ej
π
2 とC+1/2 = (N −1)/2+1/2 = N/2

を使うと, 次ページの式が得られる.
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H(ω) = e−jω
N−1

2

×




N/2∑

k=1

h[
N

2
− k](ej(ω(k−

1
2
)) − e−j(ω(k−

1
2
)))




= e−jω
N−1

2 j




N/2∑

k=1

bk sin(ω(k − 1/2))
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• したがって,

Γ(ω) =

N
2∑

k=1

bk sin

(
ω(k − 1

2
)

)

ψ(ω) = −N − 1

2
ω +

π

2
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フィルタの設計法について

• 多くの場合, 設計すべきフィルタは線形時不
変かつ因果的で, 有限次元である.

• フィルタの設計法は色々あり, 非再帰型フィ
ルタの設計法のひとつは窓関数を用いる方法
で, 再帰型フィルタの設計法にはインパルス
不変法や双一次変換などといった方法がある.
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• ディジタルフィルタでは,コンピュータに設計
仕様やパラメータを与えて, 望ましい特性を
近似的に実現するフィルタを数値計算によっ
て求めることが一般的.

• この実験では Scilab の eqfir という関数を用
いてディジタルフィルタの係数を数値的に求
める. 手順については「ディジタルフィルタ
実験の手順」を参照.
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